rate 


< 


a 
ea Fete 
bees 


2: 


Roel b bbb bbbleldelddeldelldallelatellellleltLllhitleleldllelldeldedadlddaedadlsld lt 
a 


UNIVERSITY 
OF 
ARIZONA 
LIBRARY 


QY 


This Volume 
Presented to the Library 
by 
Dr. H. B. Leonard 
1956 


we ___________—___| 
ITITIIILITIL iii iti 


Digitized by the Internet Archive 
In 2022 with funding from 
Kahle/Austin Foundation 


httos://archive.org/details/theoriederlinearO0O0alfg 


B. G. TEUBNERS SAMMLUNG VON LEHRBUCHERN 
AUF DEM GEBIETE DER 
MATHEMATISCHEN WISSENSCHAFTEN 
MIT EINSCHLUSS IHRER ANWENDUNGEN 
BAND XXXV 


THEORIE DER LINEAREN 
DIFFERRNZENGLEICHUNGEN 


‘I Npsrer MITWIRKUNG VON 

QJ LF GULDBERG 

yr > IN KRISTIANIA 
VON 


GE RG WALLENBERG 


IN CHARLOTTENBURG 


Ad 


MIT 5 FIGUREN IM TEXT 


SB Bao ee he 


LEIPZIG UND BERLIN 
DRUCK UND VERLAG VON B.G. TEUBNER 
191 


COPYRIGHT 1911 BY B.G. TEUBNER IN LEIPZIG 


ALLE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES UBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN. 


Pe St 


W1I9Et 


Vorrede und historische Kinleitung. 


Wihrend die Theorie der linearen Differentialgleichungen seit 
geraumer Zeit ein festgefiigtes Gebaude darstellt, das heute bereits 
ee imposante Grofe besitzt, konnte bis vor kurzem von einer eigent- 
lichen Theorie der linearen Differenzengleichungen tiberhaupt noch 
nicht gesprochen werden, da nur einzelne, nicht zusammenhiingende 
Untersuchungen tiber diesen Gegenstand vorhanden waren. 

Lange bekannt*) ist die Integration der homogenen linearen Diffe- 
renzengleichungen mit konstanten Koeffizienten, d. h. die Theorie der 
sogenannten rekurrenten Reihen in engerem Sinne; doch erst Lagrange 
hat sie systematisch behandelt. Dieser erméglichte dann durch seine 
Methode der ,,Variation der Konstanten“ die Lésung der nicht homo- 
genen linearen Differenzengleichungen durch die Integration der zu- 
gehorigen , reduzierten“ (homogenen) Gleichung und blofe Summationen 
(vgl. 3. Kap. V). Wichtige Hilfsmittel fiir die Berechnung des allge- 
meinen Gliedes einer rekurrenten Reihe bzw. fiir die Integration der 
linearen Differenzengleichungen schuf Laplace durch seine Theorie der 
erzeugenden Funktionen*), besonders aber durch die — auch bei den 
linearen Differentialgleichungen eine groBe Rolle spielende — nach 
ihm benannte ,,Laplacesche Transformation“, durch welche die Lisung 
der linearen Differenzengleichungen (in Form bestimmter Integrale, 
aufgefaBt als Funktionen eines Parameters) auf die Integration linearer 
Differentialgleichungen zuriickgefiihrt wird. Insbesondere die linearen 
Differenzengleichungen mit linearen Koeffizienten, die sogenannten 
»Laplaceschen Differenzengleichungen“, bei denen die zu lésende lineare 
Differentialeleichung von der ersten Ordnung ist, konnten auf diese 
Weise vollstiindig integriert und die Lésungen der Laplaceschen 
Gleichungen zweiter Ordnung, wie zuerst Thomae (1869) nither aus- 
fiihrte, durch hypergeometrische Reihen dargestellt werden. Spiiter ist 
<diese Transformation u. a. eingehend von Pincherle behandelt worden, 
der besonders auf das dualistische Prinzip hinwies, nach welchem 


: 1) Etwa seit 1700 (vgl. die Literaturangaben bei Andoyer, 1., S. 69, Note 48); 
das erste bekannte Beispiel einer rekurrenten Reihe findet sich bereits bei 
Leonardo Pisano (Fibonacci), Liber abaci 1228 (vgl. 7. Kap., Ul, A). 


2) Vgl. Andoyer, 1., 8. 75. 
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die Lésung linearer Differenzengleichungen auf diejenige linearer Diffe- 
rentialgleichungen und umgekehrt zuriickgefiihrt werden kann. 

Ferner existieren aus alterer Zeit zahlreiche Arbeiten teils gréBeren, 
teils kleineren Umfangs iiber einzelne lineare Differenzengleichungen, 
besonders erster und zweiter Ordnung, deren Integration durch ver- 
schiedenartige formale Prozesse meist rekurrenter Natur geleistet wird; 
dabei beschriinken sich aber die meisten Autoren auf positive ganz- 
zahlige Werte (bzw. auf die in der arithmetischen Reihe x, 7+ h, 
% + 2h, ... enthaltenen Werte) der unabhingigen Veriinderlichen, 
wie es dem Standpunkte des Differenzenkalkiils entspricht. Die 
Lésungen nur weniger linearer Differenzengleichungen erster und 
zweiter Ordnung wurden wirklich durch explizite analytische Aus- 
driicke dargestellt und funktionentheoretisch durchforscht; zu diesen 
gehért vor allen Dingen die einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung erster Ordnung geniigende Gammafunktion, die bereits von 
Euler, besonders aber von Gauf in seiner klassischen Arbeit iiber 
die hypergeometrische Reihe eingehend behandelt worden ist. Die 
Gammafunktion spielt in der Theorie der linearen Differenzengleichungen 
eine hervorragende Rolle (vgl. 1. Kap., Il, C und D,- sowie das 10. Kap. 
und die SchluBbetrachtung); diese Funktion, der Legendre den Namen 
,yaammafunktion® gab, gehdrt nebst ihrer logarithmischen Ableitung, 
wie schon Gau/f} bemerkt, zu den interessantesten Gebilden der ganzen 
Analysis; die Literatur tiber sie ist inzwischen ungeheuer angewachsen 
und in dem trefflichen Handbuche von Nielsen, dem auch der Unter- 
zeichnete zahlreiche Literaturangaben und manche wertvolle An- 
recungen verdankt, erschépfend bearbeitet worden. 

Im iibrigen datieren die funktionentheoretischen Arbeiten iiber 
die Lésungen linearer Differenzengleichungen erst aus neuerer Zeit: 
Weiersivap dehnt die Untersuchung der Gammafunktion auf komplexe 
Variable aus und wird durch ihre Produktdarstellung zu seiner be- 
riihmten Theorie der ganzen transzendenten Funktionen gefiihrt. 
Guichard stellt een spiter von H. Weber wiedergefundenen Integral- 
ausdruck fiir die ,Summe“ einer Funktion auf, aus dem sich nach 
Cauchyschen Prinzipien der von Plana und Abel gegebene Integral- 
ausdruck ergibt'), und beweist mittels desselben, daB die Summe 
einer ganzen transzendenten Funktion, abgesehen von einer perio- 
dischen Funktion, wieder eine ganze transzendente Funktion ist; das- 
selbe beweisen spiiter auf andere Weise (mittels der Bernoullischen 
Funktion) Appell und Hurwitz. Diese sowie besonders Mellin und 
Barnes haben die Lésungen der linearen Differenzengleichungen erster 
Ordnung fiir komplexe Variable eingehend untersucht. — Holder be- 


1) Dieser wiederum fiihrt unmittelbar zu der lange bekannten Mac Laurin- 
Kulerschen Summenformel (vgl. 1. Kap., I, B, Schlug). 
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weist, da die Gammafunktion keiner algebraischen Differentialgleichung 
gentigt, und Barnes erweitert diesen Satz auf die Lisungen beliebiger 
linearer Differenzengleichungen erster Ordnung mit algebraischen Koeffi- 
zienten; damit war gezeigt, daf bereits die linearen Differenzenglei- 
chungen erster Ordnung wesentlich neue transzendente Funktionen de- 
finieren. 

Soweit die linearen Differenzengleichungen erster Ordnung. Was 
‘die homogenen linearen Differenzengleichungen zweiter Ordnung an- 
betrifft, so hat bereits Boole in seinem ,,Treatise“ Ansiitze zu Reihen- 
entwickelungen ihrer Lésungen gemacht; doch fehlt fast durchweg die 
Hauptsache — der Konvergenzbeweis. Weiter sind dann die sgo- 
genannten hypergeometrischen Differenzengleichungen zweiter Ordnung, 
welche aufs engste mit der Gaufschen hypergeometrischen Reihe zu- 
‘sammenhangen — sind doch die Beziehungen zwischen den _,,contiguen“ 
Funktionen nichts anderes als lineare Differenzengleichungen zweiter 
Ordnung —, wie schon erwiihnt, yon Thomae und spiter in Abnlicher 
Weise, aber nicht so ausfiihrlich, von Webb und Barnes, am elegan- 
testen und ktirzesten aber von Heymann behandelt worden; eine sehr 
sorgfaltige Darstellung der Bedeutung der hypergeometrischen Reihe 
fiir die Integration der linearen Differenzengleichungen zweiter Ord- 
nung hat Pincherle (4") gegeben. 

Uber die linearen Differenzengleichungen héherer Ordnung mit 
-variablen Koeffizienten war — abgesehen von den Laplaceschen Glei- 
chungen — bis in die neueste Zeit in funktionentheoretischer Beziehung 
sehr wenig bekannt. Bahnbrechend ist hier eigentlich Poincaré gewesen, 
der in einer gréSeren Abhandlung iiber das Verhalten der Integrale 
linearer Differentialgleichungen im Unendlichen gelegentlich diese Frage 
auch fiir Differenzengleichungen behandelt; und obwohl seine Dar- 
stellung mehrere Fehler enthilt und die Resultate nicht ganz prizis 
sind, so habe ich mich aus dem obigen sowie aus dem weiteren 
Grunde, daS hier mit ganz wenigen Hilfsmitteln und ohne Benutzung 
anderweitiger Disziplinen durch bloSe strenge Fallunterscheidung ver- 
halinismaBig viel erreicht wird, entschlossen, dem Poincaréschen Satze 
ein besonderes Kapitel (9) zu widmen*), den Beweis von den Fehlern zu 
reinigen und die Resultate durch die tiefgehenden Untersuchungen von 
Pincherle, Horn, Ford, Perron und Norlund zu erginzen. Dieser Satz 
gestattet dann zwei sehr schéne Anwendungen: die approximative 
Lésung homogener linearer Differenzengleichungen von Pincherle und 
lie Lésung homogener linearer Differenzengleichungen zweiter Ord- 
nung durch konvergente unendliche Kettenbriiche”) von Norlund. Hine 
direkte Fortsetzung der Poincaréschen Untersuchung bilden ferner 


1) Man beachte die Bemerkungen dazu am Schlusse des Werkes. 
2) Derartige Kettenbruchentwicklungen gab bereits, doch ohne Konvergenz- 
beweis, Gauf und spiter allgemeiner Pincherle. 
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die asymptotischen Darstellungen der Liésungen homogener linearer 
Differenzengleichungen von Horn, Galbrun und Norlund (vel. 
10. Kap., III) 

Inzwischen erfuhr aber ein anderes Gebiet unserer Disziplin eine 
miichtige Férderung, nimlich die formale Seite der Theorie der linearen 
Differenzengleichungen, insbesondere soweit sie sich auf die Analogien 
mit den algebraischen Gleichungen und auf die entsprechenden Ana- 
logien mit den linearen Differentialgleichungen erstreckt. Hier hat 
nach Casorati hauptsichlich Pincherle mit seinen Schiilern Bortolotie 
und Amaldi den Grundstein gelegt und besonders im 10. Kapitel 
seines Buches tiber die distributiven Operationen') gewissermafen das 
Gertist fiir den Aufbau einer solchen Theorie errichtet. Dann haben 
Heymann, Guldberg und der Unterzeichnete den Bau soweit gefordert, 
daB wenigstens dieser Teil der Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen jetzt ungefahr auf dem gleichen Niveau steht wie der 
entsprechende bei den linearen Differentialgleichungen: wir erwaihnen 
hier namentlich die mannigfachen Determinantenbeziehungen, die Re- 
duktion und Zerlegung homogener linearer Differenzengleichungen, die 
vielfachen Loésungen, die Theorie der Adjungierten und Assoziierten, 
Multiplikatoren, Kettenbruchverfahren, Resultante, den gréSten ge- 
meinsamen Teiler und das kleinste Vielfache, die Iteration und Ver- 
tauschbarkeit homogener linearer Differenzenausdriicke, den Irreduk- 
tibilititsbegriff, die Theorie der invarianten Funktionen, die Trans- 
formationstheorie und endlich die Gruppentheorie (Kap. 2—6). Die 
Analogien zwischen den formalen Theorien der linearen Differential- 
und Differenzengleichungen sind so weitreichend, da® viele Partien 
direkt — natiirlich cum grano salis — von den Differentialgleichungen 
auf die Differenzengleichungen tibertragen werden kénnen; das hat 
meinen Mitarbeiter, Herrn Guldberg, veranlait, einzelne Gebiete, wie 
z. B. die Gruppentheorie, die in dem Handbuche von L. Schlesinger 
sowie in dem ,,Traité“ von Picard fiir Difterentialeleichungen ein- 
gehend dargestellt worden sind, ganz kurz zu behandeln, wihrend er 
die Analogien der neueren Untersuchungen von Heffter und Loewy, 
die in dem Schlesingerschen Handbuche noch nicht enthalten sind, 
ausfiihrlicher auseinandergesetzt bzw. in Form von Aufgaben und zu 
beweisenden Sitzen wiedergegeben hat. 

Dagegen schienen der funktionentheoretischen Untersuchung der 
Lésungen einer linearen Differenzengleichung beliebiger Ordnung bzw. 
ihrer Darstellung durch analytische Ausdriicke untiberwindliche Schwie- 
rigkeiten entgegenzustehen, insbesondere der Aufstellung formell ge- 
ntigender, in einem gewissen Bereiche konvergenter Reihen, ‘hnlich 
den Potenzreihen, durch die Cauchy fiir die Theorie der Differential- 


1) Pincherle (u. Amaldi), 9. 
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gleichungen die Grundlage geschaffen hatte. Die Uberwindung dieser 
Schwierigkeiten war erst méglich, nachdem sich die Uberzeugung 
Bahn gebrochen hatte, daB bei der Integration der linearen Differenzen- 
gleichungen nicht die Potenzreihen, sondern die bereits von Stirling 
behandelten, seitdem aber lange Zeit vernachlassigten Fakultiitenreihen 
sowie auch die Partialbruchreihen die dominierende Rolle spielen. 
Durch diese Hinsicht gelang es erst in allerneuester Zeit, nachdem 
bereits Mellin*) wertvolle Ansiitze gemacht hatte, aber nicht bis zum 
Endziele gelangt war, dem jungen dinischen Astronomen Nérlund, der 
mir seine Untersuchungen brieflich mitteilte*), ftir gewisse Normal- 
formen von homogenen linearen Differenzengleichungen, deren Koeffi- 
zienten in einem gewissen Gebiete konvergente Fakultitenreihen sind, 
nach Cauchyschen Prinzipien mittels einer Majorantenreihe den Beweis 
der Konvergenz ihrer ebenfalls durch Fakultiitenreihen dargestellten 
Lésungen zu erbringen, indem er sich dabei auf die neueren Unter- 
suchungen von Jensen, Nielsen und Landau tiber die Konvergenz der 
Fakultitenreihen stiitzte (vgl. 10. Kap., IV). 

In Betreff der nicht homogenen linearen Differenzengleichungen 
seien noch die Arbeiten von Heymann erwihnt, welche in vielen 
Fallen die Aufstellung eines Partikularintegrals und damit die Zuriick- 
fiihrung auf homogene Gleichungen lehren, ohne auf die Methode 
der Variation der Konstanten, die wegen der mit ihr verbundenen 
Summationen meist nur formale Bedeutung hat, zu rekurrieren 
(8. Kap. Il); dabei ergeben sich Ankniipfungspunkte mit den in 
neuester Zeit im Vordergrunde des Interesses stehenden Integral- 
gleichungen (8. Kap., Il, B). 

In dem vorliegenden Buche wird nun auf Grund der oben in 
grofen Ziigen skizzierten wichtigsten Forschungsergebnisse zum ersten 
Male der Versuch gemacht, eine zusammenhingende Theorie der linearen 
Differenzengleichungen aufzubauen. Dabei betonen wir von vornherein 
grundsatzlich den Standpunkt, daB wir diese Theorie tiber das Niveau 
der rekurrenten Reihen erheben und sie an die Seite der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen stellen wollen®): wir betrachten also 
die unabhingige Veriinderliche als stetig variabel und haben deshalb 
solehe Untersuchungen bevorzugt, welche diesen Standpunkt entweder 
einnehmen oder wenigstens erméglichen. Damit hingt zusammen, dal 
die in dem allgemeinen Integral auftretenden willktirlichen ,,Kon- 


1) Acta Math, 9 (1887). 

2) Hin kurzer Auszug ist in den C. R. 15. Nov. 1909 erschienen; ausfiihr- 
lichere Darstellung in der inzwischen veréffentlichten Diss. Kopenhagen 1910. 

3) Wie befruchtend iibrigens das tiefere Studium der rekurrenten Reihen 
seinerseits auf die Theorie der linearen Difterentialgleichungen wirkt, haben 
besonders in neuerer Zeit die Arbeiten von Pincherle, Horn und Perron zur Ge- 
ntige bewiesen. 
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stanten“ keine wirklichen Konstanten, sondern periodische Funktionen 
von der Periode 1 sind, was zuweilen zu eigentiimlichen, fiir die 
Differenzengleichungen charakteristischen Schwierigkeiten fiihrt, die 
bisher noch nicht gentigend beachtet zu sein scheinen und die sich 
hauptsaichlich daraus ergeben, daB die Wurzeln algebraischer Glei- 
chungen, deren Koeffizienten ,,Konstanten“ sind, nicht selber ,,Kon- 
stanten“ zu sein brauchen (vgl. 6. Kap. IV). Von den vorhandenen 
Lehrbiichern tiber Differenzenrechnung trigt wohl noch am meisten 
der ,Treatise“ von Boole unserem Standpunkt Rechnung, ein wenig 
auch bereits der noch ‘ltere ,,Traité“ von Lacroix, wiihrend das — im 
tibrigen vortreffliche — Lehrbuch von Markoff ebenso wie das von 
Seliwanoff sowie dessen Enzyklopadiebericht (franzésische Bearbeitnng 
von Andoyer) vollstiindig auf dem Standpunkt des Interpolations- und 
Differenzenkalktils steht. 

Bei der Anordnung des Stoffes war auBer dem ékonomischen 
hauptsachlich der genetische Standpunkt mafgebend, der sich schon 
daraus von selbst ergab, da mehrere wichtige Arbeiten erst wiaibrend 
der Abfassung unseres Werkes erschienen. Das vorliegende Buch 
besteht aus zwei getrennten Teilen, deren erster die grundlegenden 
Begriffe und die formalen Theorien enthalt, wahrend der zweite, 
funktionentheoretische Teil die eigentliche Integration der linearen 
Differenzengleichungen durch analytische Ausdriicke behandelt. Fiir 
die Aufnahme in unser Lehrbuch kamen nur solche Untersuchungen 
in Betracht, die zu endgiiltigen, brauchbaren Resultaten fiihren; ins- 
besondere fiir Arbeiten tiber unendliche Prozesse (Integraldarstellungen, 
Entwicklungen in unendliche Produkte, Reihen, Kettenbriiche usw.) 
war der Nachweis der Konvergenz (bzw. des asymptotischen Ver- 
haltens) die conditio sine qua non ihrer Beriicksichtigung. Zahlreiche 
Beispiele, die méglichst aus Originalarbeiten entnommen sind, dienen 
durchweg zur Illustrierung und Anwendung der dargestellten allge- 
meinen Theorien. 

Als ich dieses Buch zu schreiben begann, waren die oben ge- 
nannten Arbeiten von Norlund erst im Entstehen begriffen. Um daher 
ftir die im ersten Teile behandelten formalen Theorien durch den 
Nachweis der Existenz eines Fundamentalsystems von Lisungen homo- 
gener linearer Differenzengleichungen eine feste Grundlage zu schaffen, 
fiihrte ich diesen Existenzbeweis zunichst ohne Rticksicht auf die 
analytische Darstellbarkeit der Lésungen ganz im Sinne der Berech- 
nung der Gleder einer rekurrenten Reihe, wie sie z. B. Markoff in 
seinem Lehrbuche auseinandersetzt, indem ich mich dabei auf homo- 
gene lineare Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten und 
auf reelle Werte der unabhaingigen Variablen beschrankte. Der Nach- 
weis eines zu jedem Werte von % — nicht nur zu den Werten 
z+nh (n=0,1,2,...) — gehérigen Funktionswertes gelang da- 
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durch, daB im Anschlu8 an Lacroix und Boole, besonders aber an 
Pincherle') pore bess der ,»Anfangsbedingung“, durch die eine ,,Par- 
tikularlosung an eindeutiger Weise bestimmt wird, durch Einfihrung 
einer willktirlich vorgeschriebenen ,,Anfangsfunktion® in einer fiir 
lineare Differenzengleichungen geeigneten Weise definiert wurde. Die 
Beschrankung auf reelle Werte der unabhingigen Veriinderlichen gegen- 
iiber Pincherle, der komplexe Variable betrachtet, ermiglichte eine 
genauere Fixierung der Vorstellung sowie eine weiter ins EHinzelne 
gehende Durchfiihrung, insbesondere den Nachweis einer fiir jeden 
(endlichen) Wert der unabhingigen Veranderlichen endlichen, ein- 
deutigen und stetigen Partikularlésung sowie in den meisten Fallen 
die Darstellung derselben durch eine Fouriersche Reihe. 

Nachdem mir die Arbeiten von Norlund bekannt geworden waren, 
hatte ich ja nunmehr die analytische Darstellung der Lisungen einer 
homogenen linearen Differenzengleichung durch Fakultitenreihen, die 
in einem gewissen Bereiche konvergieren, zum Ausgangspunkte der 
ganzen Theorie der linearen Differenzengleichungen machen kénnen; 
ich bin aber nach reiflicher Uberlegung bei dem urspriinglichen Plane 
in der Anlage des Buches geblieben, und zwar aus drei Griinden: 
erstens aus historischem Grunde, denn die Wahl jenes Ausgangs- 
punktes hitte die ganze Entwickelungsgeschichte unserer Disziplin 
geradezu auf den Kopf gestellt; zweitens aus didaktischem Grunde: 
der Beweis fiir die Konvergenz der Lésungen ist ziemlich kompliziert 
und setzt mancherlei aus anderen, zum Teil ganz neuen Gebieten 
voraus, sodaf der Anfinger abgeschreckt worden ware, wahrend der 
bloBe Existenzbeweis an Einfachheit und Anschaulichkeit nichts zu 
wiinschen iibrig la8t; endlich — last not least — aus dem Grunde, 
weil dadurch auch der Theorie der linearen Differenzengleichungen 
fiir reelle Verinderliche, die eine besondere Behandlung zulift, also 
namentlich der Fourierschen Reihe ihr Recht wird. — So bilden nun- 
mehr die Arbeiten von Nérlund den SchluBstein des ganzen Werkes. 

Die Beschrankung auf reelle Variable ist dann, soweit sie tiber- 
haupt in Betracht kommt — in den formalen Theorien (Kap. 2—6) 
hat ja die unabhingige Veriinderliche lediglich ,,literale“ Bedeutung —, 
auch im 7%., 8. und 9. Kapitel teils der Hinfachheit der Darstellung 
wegen, teils weil sie im Sinne der ganzen Untersuchung liegt, fest- 
gehalten worden.”) Dagegen war fiir das letzte (10.) Kapitel, welches 
von der Integration der linearen Differenzengleichungen durch Reihen 
handelt, diese Beschrinkung nicht angebracht, weil die Darstellung 


1) Pincherle (au. Amaldi), 9. 
: 2) Dadurch ergab sich gleichzeitig ein vermittelnder Standpunkt zwischen 


den Forschern, die nur ganzzablige, positive Werte der unabhingigen Ver- 
anderlichen zulassen, und denen, welche komplexe Werte der Variablen in Be- 


tracht ziehen. 
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dadurch an Einfachheit nicht gewinnt, an Ubersichtlichkeit aber ver- 
liert, indem der Konvergenzbereich der auftretenden Reihen in un- 
notiger Weise beschrinkt wird. 

Eine weitere, ebenfalls durch die Hinfachheit der Darstellung 
und die durchweg angestrebte Prizision der Resultate bedingte Be- 
grenzung des Stoffes haben wir uns dadurch auferlegt, da wir im 
allgemeinen nur solche lineare Differenzengleichungen betrachten, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen der unabhingigen Veranderlichen 
sind; nur an zwei Stellen sind wir aus bestimmten Grtinden von 
Hog a Prinzip abgewichen; im 9. Kapitel, welches den Poincaréschen 
Satz behandelt, wo diese Beschrankung unndétig ist — das ist gerade 
ein Vorzug es Poincaréschen Baweismethode —, und im letzten 
Abschnitt des 10. Kapitels, wo eime Grundlage fiir weitere Unter- 
suchungen geschaffen werden sollte und daher die Koeffizienten Fakul- 
titenreihen sind. 

Vorausgesetzt werden in diesem Buche die Elemente der Funk- 
tionentheorie und der algebraischen Analysis, die wichtigsten Deter- 
minantensitze, die Differential- und besonders die Integralrechnung 
sowie in den beiden letzten Abschnitten einige Sitze aus der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen und der Fakultatenreihen; doch 
ist in den meisten Fallen auf die Quellen hingewiesen worden, aus 
denen diese Kenntnisse geschépft werden kdnnen. — Das Literatur- 
verzeichnis am Schlusse des Buches, bei welchem die Autoren in 
alphabetischer Reihenfolge und die Arbeiten eimes jeden Autors chro- 
nologisch angeordnet sind, macht keinen Anspruch auf absolute Voll- 
stindigkeit und bringt in erster Reihe diejenigen Abhandlungen, die 
in dem Buche selber benutzt oder zitiert worden sind; doch diirfte 
wohl keine wichtigere Arbeit tiber lineare Differenzengleichungen fehlen, 
wenn dasselbe noch durch die bei Andoyer (1.) enthaltenen Literatur- 
angaben erginzt wird. — Herr Guldberg hat das vierte, fiinfte und 
die ‘drei ersten Abschnitte des sechsten Kapitels bearbeitet; alles 
tibrige rtihrt von dem Unterzeichneten her; Untersuchungen, Bemer- 
kungen und Zusiitze desselben, die in diesem Buche zum ersten Male 
verdffentlicht werden, sind durch W. gekennzeichnet worden. Im 
tibrigen konnten durch das Literaturverzeichnis die Zitate erheblich 
abgekiirzt werden, indem nur auf die Nummer der Arbeit des be- 
treffenden Autors verwiesen zu werden brauchte. 

Moége unser Werk dazu beitragen, das Interesse der Mathematiker 
fiir eine in ihren Anfingen sehr alte, aber in ihren letzten Ausliufern 
ganz neue Disziplin wieder zu erwecken; da sie dieses Interesse ver- 
dient, zeigt die tiberraschende Mamie tdeeket der Mntwickelungs- 
méglichkeiten und Untersuchungsmethoden, deren Darlegung sich der 
Unione. ganz besonders angelegen sein lieB, sowie der Um- 
stand, daB sie gerade mit den wichtigsten und schonston Gebieten 


Vorrede und historische Hinleitung. XT 


der Analysis durch vielfache enge Beziehungen verbunden ist; ins- 
besondere seien jiingere Forscher auf dieses neue Untersuchungsfeld 
hingewiesen, welches lange brach gelegen hat und noch reiche Friichte 
verheiBt. Sollte das vorliegende Buch diesen Zweck erreichen, so 
wird das BewuBtsein, dem mathematischen Kdénigreiche eine alte 
Provinz wiedergewonnen zu haben, den Verfasser fiir seine nicht ge- 
ringe Miihe reichlich entschidigen. 

Zum Schlusse ist es mir ein Bediirfnis, meinem Mitarbeiter 
 Herrn Guldberg und Herrn Norlund sowie auch dem Teubnerschen 
_ Verlage meinen besten Dank fiir die Bereitwilligkeit auszusprechen, 
mit welcher sie auf meine Wiinsche eingegangen sind; ferner den 
Herren Prof. Dr. Fiirle, Oberlehrer Figur und Kandidat Stegmann, die 
je eine Korrektur des Buches gelesen haben. 
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Begriff der linearen Differenzengleichung und ihrer 
Integration. 


I. Definition einer linearen Differenzengleichung nt™ Ordnung.') 


Wir verstehen im folgenden unter x eine reelle, unbeschriinkt ver- 
dnderliche GréBe*), unter y, eine von x abhingige GriéBe, eine ,,Funk- 
tion von 2“. Hine Differenzengleichung ist dann eine Gleichung von 
der Form 
(1) Ea, Yx) AY.) BS Obs pier e A”y,) Fy 0; 
darin bedeutet /’ eine gegebene (gewdhnlich ganze rationale) Funktion 
der unabhangigen Variablen x, der unbekannten Funktion y, und der 
Differenzen verschiedener Ordnung von y,: 


Ay, ars Yo41 ~~ ES) 
A?’y, = AYn44— Ay.= Youa 2Yeu1 33 Yor 


a F 
Jf A’y,, = Ue a LOA fr 1 a nin Yon+n—2 a el an Cz 19 i 2) 


Setzt man diese Werte fiir Ay,, A’y,,..., A”y, in die Gleichung (1) 
ein, so nimmt sie folgende Gestalt an: 


(2) D(X, Ye) Yotire Yusn) —. 
Umeekehrt lift sich die Gleichung (2) mittels der Formeln 


Yor Uo + AY,, 
You +2 a Bete peat Ae) 


—1 
Y,+nby,+ nn =D Aty, +. tenn y AS} 


aN ee 

is Vel. oe lee Markoff, 1 «; Seliwanoff, 1. u. 2.; Pincherle (u. Amaldi) 9., 
Kap. X; W. : 

2) Der allgemeinere Fall, daf a eine komplexe Variable mit konstantem 
imaginirem Bestandteil ist, lat sich durch Parallelverschiebung der reellen 
Achse leicht auf den obigen zuriickfiihren. 

3) Fiihrt man aufer A noch das Operationssymbol Dy, = y,,,1 ein, 80 ist 
symbolisch: Ay, = Dy, — yy = (D—1)y,, A”"Y, = (D—1)"y,; darin ist 
Dty,, = Yx+5 (gl. Lacroix, 1.; Boole, 1.). 

4) Symbolisch: Dy, = (1 aE i Bs ‘Yn = (1+ A)"y, (1. ¢.). 

17 


4 1.Kap. Begriff der linearen Differenzengleichung und ihrer Integration. 


leicht in die Form (1) tiberftihren, so daB die Gleichungen (1) und (2) 
als Aquivalent zu betrachten sind. Wir ziehen die Form (2) als die 
einfachere im allgemeinen der Form (1) vor: ® enthalt hier die un- 
abhingige Variable x, die unbekannte Funktion y, und ihre ,,sukzes- 
siven Werte Yz.45 Yrse. +++) Yxrn, Ga. h. die Werte, welche y, fir 
die sukzessiven, um 1 unterschiedenen Werte von w annimmt. Der 
Fall, daB die Werte von x sich um eine beliebige GréBe h unter- 
scheiden, da also die sukzessiven Werte lauten: 7 +h, 7+ 2h, ..., 
a~+mnh, kann leicht auf den obigen, wo die Differenz 1 ist, durch 
die Substitution « =hz, y,,—w, zuriickgefiihrt werden. 

Die Gleichung (2) heibt eine Differenzengleichung n* Ordnung, 
wenn sie wirklich y,,,, und y, enthalt; wenn dagegen y,, ¥,,1, ---, 
Yorn. (K<m) darin nicht vorkommen, so kann man sie durch die 
Substitution «+k =z in eine Differenzengleichung (nm — /)** Ordnung 
transformieren. 

Beispiel’): Die Gleichung 

A’y,— 3Ay,— 2y,+ #=0 
wird mittels der Formeln 


Ay, = You —— Yu A®y, = Ue iken BY, 42 o SI ae = Gs 
in die Gleichung 
Ui OY nag Pe, 0 


transformiert, die weder y, noch y,,, enthalt. Setzt man 7+ 2=2 
so erhilt man die Differenzengleichung erster Ordnung 


? 


Ye er OU Lae Blane ==): 


Enthalt ferner die Gleichung (2) nur diejenigen Funktionen y, , ,, 
fiir welche die Zahlen 7 den gemeinsamen Teiler ry besitzen, so ist 
sic eine uneigentliche Differenzengleichung n*” Ordnung*); sie ist dann 
ne 
, ? 
bei der die Differehz der sukzessiven Werte von w gleich r ist. So 
ist z. B. die Gleichung 


: F(a, Yar Yx43) yo) = 0 
uneigentlich von der 6%" Ordnung, nimlich eigentlich von der Ord- 


nung $= 2 mit der Differenz 3 und wird in der Tat durch die Sub- 
stitution = 32, y;,= wu, in die Gleichung 2" Ordnung 


nimlich eigentlicheine Differenzengleichung von der Ordnung »’ = 


: 
Fz, 4, U4) U, +2) 2 
transformiert. Hbenso ist die Gleichung 


(2; Yer Vern) = 0 


1) Markoff. 2) Wi. 
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eigentlich von der ersten Ordnung mit der Differenz » und geht durch 
die Substitution «= nz, y,, =u, in 


f (ne, Ue, W, 41) aly 
tiber. 


Ist in der Gleichung (2) © eine lineare Funktion von y,, y, err 
Yn SO heibt sie eine lineare Differenzengleichung ni” Ordnung; diese 
hat also die Form: SIR a TSE CRG NR 
(3) DoW. + py. 4 a b ties + py. = 
worin die p{*) und p, Funktionen von « sind. Ist p,=0, so heiBt 
Gleichung (3) eine homogene lineare Differenzengleichung nm Ordnung; 
ist dagegen p,+ 0, so heibt sie eine nichthomogene oder vollstindige. 
lmeare Differenzengleichung. Wir werden uns im folgenden haupt- 
sichlich mit den homogenen linearen Differenzengleichungen be-' 
schaftigen, da die vollstiindigen Gleichungen, wie wir spater sehen 
werden, sich auf sie zuriickfiihren lassen; ferner werden wir uns haupt- 
sachlich auf den Fall beschriinken, daB die Koeffizienten p™ rationale, 
Funktionen von 2 sind, die dann als ganze rationale Funktionen oder, 
Polynome vorausgesetzt werden kénnen. 


II. Definition der Integration einer homogenen linearen 
Differenzengleichung. Existenz einer Partikularlésung.') 


Eine homogene lineare Differenzengleichung 


’ (n 

(1) Dee, Yager 1 P. Y, 0 

stellt eine Forderung dar: es soll y, als Funktion von x so bestimmt 
werden, daf sie, in die Gleichung (1) eingesetzt, diese zu einer iden- 
tischen macht. Hine solche Funktion y, heift eime Losung oder auch ~ 
ein Integral der Gleichung (1). oe Bert" 


/A) Die homogene lineare Differenzengleichung erster Ordnung. 


Um uns iiber die hier auftretenden Verhiiltnisse Klarheit zu ver- 
schaffen, betrachten wir zunichst die einfachste homogene lineare 
Differenzengleichung erster Ordnung 


(2) . Ee ER ai 0. 
Sie wird offenbar befriedigt durch 
Ta (x) ’ 


worin o(a#) eine willkiirliche periodische Funktion von der Periode 1 
bedeutet. Wiirde man nun wie bei den Differentialgleichungen als 


1) Wallenberg, 6., Nr. 2; vgl. Lacroia, 1., § 418—420; Boole, 1.; fiir kom- 
plexe Variable Pincherle (u. Amald2), 9., Kap. X. § 273—280. 
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»Anfangsbedingung” y, = fiir «=0"), dh. y,=b wihlen, so wiirde 
sich aus Gleichung (2) ergeben: 

YW=Yo=b, ==, Yy=Yo=d, ---§ Y1=Yo=O, Y_2=Y_1=),..-- 
Es wire also y, in den Punkten ... —2, —1, 0,1, 2,3... be 
stimmt, dagegen nicht in den gwischen diesen Punkten liegenden 
Intervallen; in der Tat hatte die sonst willktirliche periodische Funk- 
tion (x) nur die Bedingung (0) = 6 zu erfiillen. 

Soll daher y, fiir alle Werte von x bestimmt sein, so miissen 
wir folgende Anfangsbedingung festsetzen: ,,Jm dem Intervall a = 0 
(inklusive) bis «= 1 (exklusive)”) soll y, = p(x) sein, wo (a) eine 
willkiirlich vorgeschriebene eindeutige Funk- 
tion von « ist“; in graphischer Darstellung: 
ln dem Intervall Oa <1 soll die Kurve 
Y,—= (x) einen vorgeschriebenen Verlauf’ be- 
sitzen.“ Dann ist in der Tat y, fir alle 
Werte von « bestimmt; denn ist z=n-+<z, 
wo O<z<l und nm eme ganze positive 
oder negative Zahl ist, so ergibt sich 

cae Yo = nse Ye = 9) 

Die in dieser Weise durch ihre ,,Anfangsbedingung“ eindeutig 
festgelegte Funktion y, nennen wir eine Partikularlisung*®) der Glei- 
chung (2). Wa&ahlt man die eindeutige 
Funktion g(x) im Intervall 0 bis 1 i- 
klusive endlich, stetig und derart, daB 
(1) = (0) ist (Fig. 1), so werden die 


im allgemeinen*) in den Punkten ... —2, 
—1, 0,1, 2, ... auftretenden Unstetig- 


keiten (Fig. 2) vermieden, und es liBt 
sich in diesem Falle die Lésung y, = (a) 
fiir alle Werte von « durch eine Fourier- 


Fig. 2. : 
: sche Reihe darstellen: 
Co co 
(8) Y,=4M+ ars cos 2kaa + Se sin 2h ax, 
1 ee | k= 
1) Den Anfangswert «a kann man durch die Substitution e=a-+ 2 
Ya+, =U, stets nach 0 verlegen. 


2) Statt des Intervalles 0 bis 1 kénnte auch das Intervall a bis a+1 ge- 
nommen werden. 

3) Im folgenden werden wir unter einer ,,Partikularlésung’: aber auch oft 
irgend eine besondere Lésung im Gegensatze zur allgemeinen Lisung, die will- 
ktirliche periodische Funktionen enthalt, verstehen. 

4) Z. B. bei der periodischen Funktion (a) == «—[a], worin [x] die gréBte 
ganze in # enthaltene Zahl bedeutet; hier sind die Kurven der Fig. 2 Strecken 
von der Liinge V2, die mit der positiven X-Achse einen Winkel von 45° ein- 
schliefen. 
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worin 
1 
Ce 2 { ou) cos 2kaudu (k=0,1,2,...), 
0 
1 
b, =2/ p(w) sin 2kaudu (k=1,2,...) 
s 
ist. 


Wir betrachten nun die allgemeinste homogene lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordnung 


(4) Yo4t SAY Daal os ee 


eee 
worn p, eine eindeutige Funktion von w ist. Aus dieser ergibt sich 
einerseits: 

Yn49 ae peel Yo41 = Pr+i1 Pz Yx > 

Yo43 Sa Yn +2 = Pa 42 Pe 41 Px Ya» 


(5) Yo 4h Us se Goat pee re Prt Px Vo} 
andererseits: 
1 
Y>—4 a Peo”? 
Yn 9 i nate Sue Yo) 
1 

6 = ——. ———— Y... 
( ) Yo-% (pf IE eT EY ete 


Ist also wieder y, im Intervall x = O (inklusive) bis w = 1 (exklusive) 
gleich einer vorgeschriebenen Funktion g(x), so ist y, durch die 
Gleichungen (5) und (6) fiir alle positiven und negativen x bis auf 
gewisse sogleich niher zu betrachtende Werte von a eindeutig be- 
stimmt. 

Verschwindet, y, fiir 7 =a (was, wenn y,_,+0 ist, nur ge- 
schehen kann, wenn p,_, verschwindet), ist also y, = 0, so ist auch 


Yate — 0 (k=1, 2, 3, sac) 


es sei denn, daf eine der Gréfen p,, Pi41, ---) Payz—1 UWnendlich 
groB wird; und es ist auch 


Yq, =O (‘k=1, 2,3, a) 


es sei denn, daB eine der GréBen p,_,, Py_o) +++) Pu—, ebenfalls ver- 


schwindet. Wird ferner y, fiir «—b unendlich groB: y,= 00, so 


ist auch 
MeemOcs e(iva= let Dj «.:2)', 
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es sei denn, daB eine der GroBen p,, Py41) ++) Poyx—1 Verschwindet; 


und es wird auch 
Yo-~— © (k= 1, 2, 3, oN 


es sei denn, daB eine der GroBen p,_1, P,9, -- +) Py, ebenfalls un- 
endlich groB wird. 


In den durch die Wendung ,,es sei denn, daB“ gekennzeichneten 
0 


= 
0.x, =~ auftreten. Ist aber p, unbeschrankt differenzierbar und 


Ausnahmefillen kénnen Unbestimmtheiten von der Form oo - 0, 


besitzt auch die vorgeschriebene Funktion g(x) im Intervall 0 bis 1 
Ableitungen beliebig hoher Ordnung, so kénnen diese Unbestimmt- 
heiten im allgemeinen (d. h. mit Ausnahme wesentlich singularer 
Stellen) nach den bekannten Metheden der Differentialrechnung ge- 
hoben. werden: ist namlich die Nullstelle a= -+ @ (m positive ganze 
Zahl, O< a <1), so ist 


Ya Yn te Patn—1votn—2 3 Peril ela =! ety ieednes os De 1 Daf (&)5 


und ist a= —n-+ @, so ist 
il 
Py —nPe—n+i °° Pe—-2Pe- 


Ya = Yuan ple); 
aihnlich fiir die Unendlichkeitsstelle 6. Hs entsprechen also allen 
(positiven und negativen) Werten von # bis auf diskrete wesentlich 
singulare Punkte bestimmte (endliche oder unendliche) Werte von y,, 
die bei reellem p, graphisch durch eine Kurve dargestellt werden 
konnen; diese Kurve ist die Reprisentantin einer eindeutig bestimmten 
Partikularlésung der Gleichung (4). Ist insbesondere p, eine rationale 
Funktion von « und wihlt man g(x) als analytische Funktion, die im 
Intervall 0 bis 1 keine wesentlich singulare Stelle besitzt, z. B. eben- 
falls als rationale Funktion, so ist die Funktion y, in allen Punkten 
bestimmt. 

Um auch hier Sprungstellen der Lésung y,, d. h. wesentliche Un- 
stetigkeiten’) derselben an der Stelle = 1 (und daher i. a. auch an 
den mit 1 ,,kongruenten“ Stellen ... —2, —1, 0, 1, 2, 3, ...) mu 


1) Dabei sind unter wnwesentlichen Unstetigkeiten solche zu verstehen, die 
auch bei rationalen Funktionen auftreten kénnen, also Pole; insbesondere die 


: Ae > 
beiden Typen y = ton fiir 2=0, wo sich +00 an +00 bzw. —oo an 


: 1 - a 
— oo anschlieft, und y poe Rey fiir x0, wo sich +o an — oo bzw. 


—oo an +00 anschlieBt. — Ubrigens kinnen auch diese Unstetigkeiten ver- 
mieden werden, indem man, falls p, fiir 0 von der n= Ordnung unendlich 


groB wird: p, = (f(0) endlich und + 0), (a) = a” y(#) wahlt, worin x(x) 


der Bedingung 4(1) = (0) ~(0) gentigt, was nach obigem leicht zu erreichen ist. 
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vermeiden, hat man die die ,,Anfangsbedingung“ darstellende, im In- 


_tervall 0 bis 1 (inkl) stetige Funktion g(x) so zu wihlen, daf 


Y, = p(1), also, da y, = poyy ist, daB y(1) = p,p(0) wird, was stets 


leicht erreicht werden kann, falls nicht «0 wesentlich singuliire 


Stelle vou p, ist: Ist py =1, so erreicht man y(1) = p(0) am besten, 


-indem man g(x) als periodische Funktion von w mit der Periode 1 


wahlt; man kann aber auch z. B. g(x) =a + ba(a—1) wihlen. Ist 
dagegen y+ 1, so braucht man, falls p(x) der angegebenen Be- 
dingung nicht geniigen sollte, nur (x) = p(x) +a zu nehmen!), worin a 
durch die Bedingung (1) = p.¥(0), dh. p(1) + a=p,(9) +a) 
bestimmt wird: 
Ges Pe OY 
Pyo— 1 

Ist ferner p) = 0 oder co, so muB man fir m(z) eine Funktion 
mit der Nullstelle bzw. dem Pol z= 1 wihlen, falls nicht p(0) = co 
baw. O ist, was sich ja leicht vermeiden lat; sonst mu man erst 
den Wert von [p,(x)],.) bestimmen und dann nach den eben an- 
gegebenen Regeln verfahren (fiir p, = co vergleiche auch den Schlu8 
von Anm. 1). 

Ist endlich «=O wesentlich singulire Stelle oder Unbestimmt- 


1 
heitsstelle fiir p,, (2. B. fiir e* oder sin =) , so sind die Punkte 


1, 2, 3, ... im allgemeinen wesentlich singulire Stellen fiir die 
Lésung y,, in denen wesentliche Unstetigkeiten oder Unbestimmt- 
heiten auftreten k6nnen; ist allgemeiner x =a >0 wesentlich singulire 
Stelle von p,, so sind die Punkte a+ hk (k=1, 2,3,...) wesentlich 


~ singulire Stellen fiir y,, und ist « = a <0 wesentlich singulare Stelle 


‘yon p,, so sind die Punkte a—/k (k=O, 1, 2,...) wesentlich singulire 


Stellen fiir y,.*) 


1) Man kann auch (a) = g(x) (x -+ a) wahlen und a dementsprechend 


bestimmen. 
2) Anmerkung: Ist in der Differenzengleichung: 


Yan +t 
4 = = 
(4) v, 


Py» eine ganze transzendente Funktion und besitzt diese Gleichung als Partikular- 
lésung eine ganze transzendente Funktion von «, so kann man tiber die Null- 
stellen von p, noch folgendes erschlieBen: es mége an den mit a ,,kongruenten" 
Stellen a + n, wo die ganze Zahl m von — oo bis + oo variiert, y, bzw. von 
der Ordnung w,, p, von der Ordnung », verschwinden; dann ist 


= Py 


fy Se oa a Le by. 


‘Da p, eine ganze Funktion sein soll, so ist v, = 0 (eine Nullstelle negativer 


Ordnung ist offenbar als Pol aufzufassen), also w, S ¢,41, db. wy wachst nicht 
mit abnehmendem n; und da u, nach vorhergehendem ebenfalls nicht negativ 
wird, so muB yon einem gewissen, gentigend kleinen » an u,, konstant bleiben 
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Durch die vorhergehenden Betrachtungen ist die Eaistenz einer 
durch ihre Anfangsbedingung bis auf etwaige isolierte singuldre Punkte 
eindeutig bestimmten Partikularlisung der Gleichung (4) erwiesen. Ist 
n, eme solche Partikularléisung und y, die allgemeine Lésung der 
Gleichung (4), also 


Yo41 = PrYx) Noe 44 = Ps 
so ist 


worin @, eine willkiirliche periodische Funktion von der Periode 1 be- - 
deutet; die allgemeine Losung lautet daher 


Y, i Nas 
‘dies rechtfertigt die beliebige Wahl der ,,Anfangsfunktion“ g(x), da 
aus jeder Partikularlésung durch Multiplikation mit einer willktirlichen 
periodischen Funktion von der Periode 1 die allgemeine Liésung 
hervorgeht. 

Beschrinkt man die Veriunderliche x auf diejenigen Werte, die 
sich von einer GréSe a um eine positive ganze Zahl unterscheiden’), 
so kann man die allgemeine Lésung der Gleichung (4) in geschlossener 
Form darstellen; es ergibt sich nimlich aus (4): 

Yo = Pe 1Ya—1 = Po-1Pe—2Yo-2 Ush; 
schlieBlich 
: Yo = Py-1Pe—2° °° Pada} 
y, bleibt willkiirlich: y, = C, so daf in diesem Falle 


See lca Ci, Dax3 Sa esi 


die allgemeine Lésung der Gleichung (4) darstellt, vorausgesetzt, daB 
keine der GroBen p,, p,,1, --. unbestimmt wird oder gleich 0 bzw. 
oo ist, in welchem letzteren Falle man die triviale Lésung 0 baw. co 
erhalt. Fiir a= 0 ergibt sich 


x—1 
if. = 0 0, Dy we Die a C i / i: — CO | i Dp, = 
=O 


fiir alle positiven ganzzahligen x, vorausgesetzt, daB alle Gréfen 
Por Pr» Po, --+ eimen bestimmten, endlichen, von Null verschiedenen 
Wert besitzen. 


und folglich »,,—0 sein. Also die Zahl der mit a kongruenten Nullstellen von p, 
ist links von a begrenet. — Es la8t sich zeigen, da8 umgekehrt, wenn diese Be- 
dingung erfiillt ist, die Gleichung (4) eine ganze transzendente Funktion als 
Partikularlésung besitzt (Guichard, 1., 8. 376—377; G. sagt falschlich ,,rechts 
won a. Vel, Hurwitz, 1.). 

1) Vel. Markoff, 1.; Seliwanoff, 2., Nr. 49. 


| 
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B. Die Summen. 


LaSt man der Variablen x ihre unbeschrinkte Verainderlichkeit, 
so kann man folgendermafen verfahren'): Aus (4) erhilt man durch 
Logarithmieren: 

log ¥,41— log y, = log p,.*) 
Setzt man logy, =w,, log p,=4q,, so wird diese Gleichung 
Wy 41 a UW, == Ve) d. h. Au, ar VES) 


und daraus ergibt sich 


Vie ee 
n Wy, = aad Ve Ap 0. 
worin 


a= HtGt +1 


oder event. auch ay q,. = —> 7,4, 18t, wenn diese unendliche Reihe 
r=0 
konvergiert (z. B. tor 9o-—= — m> 1), wahrend , eine willkiirliche 


periodische Funktion von x mit der Periode 1 bedeutet. Die ,,Swmme“ X 
stellt mithin die zur Operation A inverse Operation dar, symbolisch: 


| Sq, = O~*q,, und es soll in diesem Abschnitte das Hauptsachlichste 
tiber die Summen auseinandergesetzt werden. 


Zunichst geben wir eine Zusammenstellung der wichtigsten, leicht 
zu verifizierenden Summenformeln mit Fortlassung der willkiirlichen 
additiven periodischen Funktion o,:*) 


1@ Se@-1)--@—@—) =,452@-1).-@—m, 


oder 


5:3 Reord at fir n= 0: Dl=2. 


1 1 1 
Oey) Fi ae ea 


(w>1): 


(c) De =: oe ee — perhnia. 


} ; sin (# — 4) 
(e) > cos =r eae 


1) Lagrange, 1.; Lacroix, 1., § 414; Boole, 1. LO 

2) Wenn die Basis nicht ausdriicklich hinzugefiigt wird, ist der log naturalis 
gemeint; man kénnte aber oben auch den log zu einer beliebigen Basis a 
nehmen, was unter Umstiinden direkt geboten erscheint, z. B. dann, wenn 
De— oo 1st. 

3) Vel. z. B. Markoff, 1.; Seliwanoff, 2., Nr. 25—30. 
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f) S@+e)=>u+ > 
(g) > Pats =! Wy, De wenn @,,,—@,; z. B. pees x= GIS. 


(hb) Dy leAte= MV ibe: +414, (Formel der partiellen Summation). 


Die Summe einer ganzen rationalen Funktion n*" Grades ist eine 
ganze rationale Funktion (m+ 1)" Grades); der Beweis daftir ergibt 
sich leicht, wenn man die vorgelegte ganze rationale Funktion. 
n Grades f(x) durch die Newtonsche Interpolationsformel”) darstellt: 


(a) = (0) + eA) 2 030) fe ee ee 


und die Formeln (a) und (f) anwendet. 

Eine Vervollstandigung der obigen Tabelle kann erst im Ab- 
schnitt C erfoleen. Dagegen wollen wir hier noch einen bemerkens- 
werten Ausdruck fiir f(z) = p(x), dh. also fiir die Losung der 
Differenzengleichung f(x + 1)—f(x)= q(x), worin (x) eine beliebige 
Funktion von « ist, angeben, und zwar in Form eines bestimmten 
Integrales, in welchem x als Parameter auftritt; derselbe ist zuerst 
von Guichard (1.) aufgestellt und spiiter in sehr eleganter Weise von 
Weber (1.), dem wir uns im folgenden anschlieBen, abgeleitet worden: 
Man markiere in der Ebene einer komplexen Variablen zg den Punkt, 
der dem Werte von wx (der tibrigens auch komplex sein kann) ent-. 
spricht, und die Punkte v +1, %+2,7+3,..., die alle auf einer 
zur reellen Achse parallelen Geraden legen, welche wir die Gerade X 
nennen wollen. Durch diese Linie X wird die zg-Ebene in zwei Halb- 
ebenen geteilt, welche die positive oder negative genannt werden soll, 
je nachdem sie die positiv oder die negativ unendlichen imaginiren 
Werte von zg enthilt. Nun kann man auf folgende Weise einen 
Integralausdruck fiir f(v) bilden: man nehme einen Punkt a auf der 
negativen, einer Punkt b auf der positiven Seite von X an und ver- 
binde diese beiden Punkte durch irgendeine Linie, welche die Gerade X 
in einem Punkte ¢ schneidet, der zwischen x und x—1 liegt; dann ist 


3 b 
8 2, 1 
(i) i eeacerees 


a 


1) Insbesondere ist @, (x) = Ya” das sogenannte Bernoullische Polynom. 

2) Vgl. Seléwanoff, 2., 8.6; Literatur bei Andoyer, 1. 

3) Guichard (1.) betrachtet auch das ebenfalls der Differenzengleichung 
f(x-+ 1) — f(«) = oe) gentigende allgemeinere Integral 


rom f plZ)a(@)dz 
(ake Ce) ) wa)” 


a 
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| Man erhalt niimlich daraus f(x +1), wenn man denselben Integranden 


| 
| 


auf einem andern Wege integriert, der die Linie X in einem zwischen 


_# und «+1 gelegenen Punkte c’ schneidet; und fiir f(@+1)— f(z) 


erhilt man dann ein Integral iiber einen geschlossenen Weg, der von 


den Polen des Integranden nur den einen, 2, umschlieBt, das also 


{ 
} 


nach dem Cauchyschen Satze den Wert (x) hat'), vorausgesetzt, daB 


man sich auf ein Gebiet der z-Ebene beschriinkt, in dem g(a) stetig 
ist. — Verindert man die Grenzen a und b, ohne sie die Linie X 
iiberschreiten zu lassen, so findert sich f(#) nur um eine periodische 
Funktion von der Periode 1; denn da die Zusatzwege keinen Pol um- 
schlieBen, so ist nach dem Cauchyschen Satze das Zusatzintegral fiir 
f(«+1)—f(«) gleich Null. 

Das fiir f(#) gefundene Integral (i) laBt sich folgendermafen 


zerlegen: 
c 


c 6 
2) dz 2) dz 
f(2) = {9 dz de es ely ee: 


und f(#) aindert sich nur um eine additive Konstante, wenn in dem 
ersten dieser drei Integrale die untere Grenze a durch einen beliebigen 
anderen festen Wert ersetzt wird. Dann konnen wir aber in den 
beiden anderen Integralen a nach —ioo, b nach +700 hin wachsen 
lassen, selbst dann noch, wenn g(z) mit unendlich wachsendem z wie 
irgendeine endliche Potenz von ¢ unendlich gro8 wird. Wir erhalten 
dann, wenn wir in dem ersten Integral die untere Grenze, als ganz 
beliebig, weglassen: 


Cc 


*  p@de  p(e)de 
f(#) = f pz) de — il Dn en 2tIe HH) tee i 1 tena) 


oder, wenn wir im zweiten und dritten Integral z—a#—=— vt baw. 
2—x£=1t substituieren: 


c oO 


Ofelia. foatiidi 
f(*) = {9@) dz — ae fence Beare 


2(c— 2) —i(c—2) 


Um f(a@+ 1) zu erhalten, haben wir den Punkt ¢ durch c’ zu ersetzen; 
wir kénnen nun ¢ und ¢ gleichweit von x entfernt, d.h. ¢ —w=x—c 
annehmen; dann wird 


worin «(x) eine periodische Funktion von der Periode 1 ist, und zeigt, daB, 
wenn g(a) eine ganze transzendente Funktion ist, a(a) 80 bestimmt werden 
kann, da auch f(x) eine ganze transzendente Funktion wird; vel. Hwrwitz, 1., 
der diesen Satz auf anderem Wege beweist, sowie Appell, 2. und Barnes, 2. 
1) Um sich davon zu tiberzeugen, braucht man nur in dem Integranden 
Qmbe __ Ce 


= ¢ auszufiihren. 


die Substitutionen e U, 


7 
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ce 


fe +1)= [o@)de— hem cs pee Rigas. ie 


(c— s ine 


und da 
f(@+1) + f@) = 2f\2) + o@) 
ist, so ergibt sich: 


Of (a) = — g(a) + fo@art fo glade +i ie we eat 


1—e 


t(c— 2x) 


ie “oe ptt) — Are LF Fe 


hee ett 
—i(c—2) 
Hierin kann man aber, da t=O kein Pol des Integranden ist, ¢ und 
folglich auch ¢’ mit w zusammenfallen lassen und erhalt so: 


1 — 


Dies ist die von Plana (1.) und Abel ane auf anderem Wege 
abgeleitete Formel, die zahlreiche Anwendungen zulaBt.)) So ergibt 
z. B. die Taylorsche Entwicklung (falls ein solche méglich ist): 

: : ; a : (2m —1) per-i 
tl p(x + tt) ra pa *- it) | aa 2>C 1)" s (2n oni } 


n=1,253,... 


ioe) 
per! ae a Be - 
Qt ie ? ) 
hoe a 


1 An 
0 


setzt man also noch 


so folgt aus der Plana-Abelschen Formel die Hulersche Summenformel oy 


Q) f@)= |} p@)dx— 5 9 (#) + > -11B,* gi" P@) 


@n)! 
n=1,2,3,. 


Diese Reihe ist allerdings im Meenas divergent; man mu 
sich daher bei ihrer Benutzung auf eine endliche Anzahl von Gliedern 
beschrinken und den dabei begangenen Fehier fiir jede Funktion p(x) 
besonders abschiitzen. *) 


1) Die obige Ableitung riihrt ebenfalls von Weber (1.) her; vgl. Kronecker (1.) 
und Lindelof (1.). 

2) Die GréBen B, sind die sogenannten Bernoullischen Zahlen. 

3) Euler, Comm. Acad. Petrop. 6 (1732/3), Ausg. 1738, S. 68—97; 8 (1736), 
Ausg. 1741, S. 3-9, 9—22. C. Maclaurin, A treatise of fluxions (Edingburg 
1742), 8. 672; vgl. Markoff, 1.; Seliwanoff, 2., Nr. 36—40. 

4) Das Restglied von Poisson (Paris. Mém. Bd. 6 (1826), 580), Jacobi (Journ, 
fiir Math. 12 (1834), 263 oder Werke, Bd. 6, 64) und Markoff, 1., 8. 121; vel. 
Seliwanoff, 2., Nr. 37 u. 38. 
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C. Die Gam mafunktion. 


Nach diesem Exkurs tiber die Summen kehren wir zu der all- 
_gemeinen Lésung der Gleichung 


zurtick; dieselbe lautet 


eae ologips aise we log Llp, rs I] 
Y, = 0, € = 0, en. Pos 


darin ist w, =e eine willktirliche periodische Funktion von « mit 
der Periode 1 und 
| TT p= PoP, D5.) 


Die durch das Symbol 2 ausgedriickte Operation soll ktinftighin 
Summation“, die Operation JZ dagegen in Anlehnung an einen in 
der Theorie der Differentialoleichungen gebrauchlichen Ausdruck 
| »Quadratur~ genannt werden. — Die Liésung Zp, ist aber nur eine 
_formale*), da dieselbe zunichst nur fiir positive ganzzahlige xz eine 
Bedeutung hat und fiir beliebige x erst in wenigen Fallen funktionen- 
theoretisch untersucht worden ist; zu diesen Fiillen gehdren haupt- 
sachlich die, in denen p, gleich einer Konstanten oder gleich einer 
rationalen Funktion von « ist.*) Ist p,—a (Konstante), so wird 


Yn = @,,0". 

Wir wenden uns nun dem Falle zu, dab p, eine rationale Funk- 
tion von # ist, und behandeln zunichst den einfachsten und wichtigsten 
Fall, auf den der allgemeine sich zuriickfiihren lift, nimlich p, = 2; 
wir betrachten also die Differenzengleichung 
(7) Yor1 = VY: 

Um fiir die allgemeine Lésung derselben einen analytischen Ausdruck 
zu finden, machen wir folgende einfache Bemerkung: Ist 


1) Hine Lésung ist auch 
1 


/ / Py +r 
r=0 
falls das unendliche Produkt konvergiert. 
2) Es gibt auch fiir lineare Differenzengleichungen ster Ordnung formale 


Losungen in Determinantenform, von denen die fiir Differenzengleichungen erster 
Ordnung geltende Lésung IZp, ein Spezialfall ist (Bortolotti, 1.). 


3) Auferdem die Lisungen der Gleichungen y,, 4 = aley,.: 


2 7] 
Ya [[¢= ihe 


in den (in B angegebenen) Fillen, wo Xq, bekannt ist. 


Vz ) 
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y eine Lésung der Gleichung y, ,, = p.? Y,> 
(2) 


y eine Losung der Gleichung y,,,=—p, Y,, 
y eine Lésung der Gleichung y, ,, aye ee 


so ist 
av n 


eine Lésung der echis 
Ye. = Pe pe .. poy, 


was sich sofort durch eee ee der Gleichungen 


al @) (n) (») 
fo pO ye ye De ye a AP, 


ergibt. —- Wir betrachten nun die Differenzengleichung 
NL 
(8) Yo 44 nae an de 


worin ” eine endliche positive ganze Zahl bedeutet. Da 


2 i ea pt Ge aa 8 8 


ctn a ae otn 


ist und die Gleichung 


eo ke 
Fee re ph 1 Yor 
offenbar die Lésung y, = Sue besitzt, so ergibt sich aus unserer 


Bemerkung und den vorhergchenden Auseinandersetzungen als all- 
gemeine Liésung der Gleichung (8): 


x 


W 
Ye — 09" x (ae + 1) si (a +n Se 1) ) 
oder auch 
(9) EF (x) i aptaes (n — 1)! n” 
n\") © p(y 41) +. -(@+n—t1)? 


darin ist w, eime periodische Funktion von w mit der Periode 1. 
Lassen wir nun » unbegrenzt wachsen, so geht fiir lim = oo die 
Gleichung (8) in (7) tiber, deren allgemeine Lésung daher lautet: 


(10) F(a) = 0,1 (@), 
worin 
(at) Riis iim Oe 


wo He + 1)-+- (e@+n— 1) 


ist. Dieses unendliche Produkt, welches auch in der Form 
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2 te ed (aie 
[eel eas fl | : 


& lye 1) 
eens it) 


(pea b 1+ 


geschrieben werden kann, ist zuerst von Euler?) in die Analysis ein- 
gefiihrt, spiter aber von Gau*) wiedergefunden und genauer unter- 
sucht worden. Gauj gebraucht den Ausdruck 


nin ; 
De erie cre (Ter) 


und beweist die Konyergenz dieses unendlichen Produktes fir alle 
reellen Werte von wz, die nicht negative ganze Zahlen sind. Die Be- 


zeichnung [ (xv) und = daraus ee Name » Gammafunktion“ 
riihrt von Legendre*) her. — Aus (11) ergibt sich 


rd) oe 1, 
und daher aus der Gleichung (7) fiir alle positiven ganzzahligen p: 
BO a ee) ae ee (p—a1)), 
Ferner folgt aus (11), da [ (a) in 0 und den negativen ganzen Zahlen 


einfache Pole besitzt und das Residuum fiir 7 = — p: 
; a, 1? (n— pv) (n—p+1)---(n—1) wie Se IF, 
sien e +P) r(@) ie p! mn? p! 


ist.® 

a geben noch eine zweite Lisung der Difterenzengleichung (7) 
in Form eines bestimmten Integrales, welche ebenfalls yon Luler®) 
herriihrt, und benutzen zu diesem Zwecke die Methode von Laplace"): 
Wir setzen in Gleichung (7) 


b 
= fe f@at, 


worin die Grenzen a und b noch passend zu bestimmen sind; dann 
erhalten wir 


3 
(12) fer@ dt—afe-f@ dt =0. 


1) Euler, 1., S.1; 28, S. 834; 2b, (2. Aufl.), Bd. IV, 8.105. Gawf, 1.; 


Deutsche Ausgabe, S. 32. 


2) Buler, 1., S. 2. 3) GauB, 1., D. A., S. 37—38. 
4) Legendre, 1., 8. 476. 5) Vel. Nielsen, 3., S. 13. 
6) Euler, z. B. 2»., Bd. I, Sect. 1, Kap. VII u. IX, u. Bd. IV; Legendre, 1. 


7) Laplace, 1.; vgl. z. B. Boole, 1. 


: 9 
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Durch partielle Integration folgt aber 


, ge 
x J #1 (0) dt = [tO] —f #f Oats 
also ergibt sich aus ey 


Sego+roa— [tf fo) =0. 
Diese Gio cieae wird erfiilt durch 
6 
fe) i= 0, Ten — 0: 


Aus der’ ersten dieser Gleichungen folgt f(t) = we-’, wo w von ¢ un- 
abhangig ist, dagegen x enthalten kann; aus der zweiten Gleichung 
ergeben sich unter der Voraussetzung, da8 x positiv ist, die Grenzen 


a=Q0 und b=o. Die allgemeine Lésung von (7) lautet also: 
Y, = 0, fe-te-tae, (ee Oe 
i) 


wo , nach friiherem eine willkiirliche periodische Funktion von x 
mit der Periode 1 ist. — Die beiden Partikularlésungen der Diffe- 
renzengleichung (7): 


F(w) (GI. 1) und J(@) = f e-'t-4dt 
0 


(das sogenannte zweite Hulersche Integral) kénnen sich nach dem 
Vorhergehenden nur durch eine Funktion , unterscheiden, die der 
Bedingung @,,, =, gentigt; wir wollen zeigen, dab ,=—1, d.h. 
fiir positive x genau: 


(18) Ree fexeiee? te 
ist.*) ’ 
1) Schlémilch, 1., S. 242—243; einen anderen Beweis gab Pringsheim (Math. 
Ann. 31 (1888), 459); der Beweis von Gauf (1., D. A., 8. 40) ist nicht streng; 
vgl. Nielsen, 3., $57. Nach den Angaben von Pringsheim (1. c. 8. 458) und 
Nielsen (8-, 8. 145, Anm. 1) kommt die Integralform (13) fiir [(x) nicht friiher 
als bei Poisson (Journ. de )’Kce. Polytechn., cah. 19, 477 (1823)) vor. — Setzt 
man in (13) t= — logz, so erhalt man die Hulersche Integraldarstellang 
von [ (a): i 
4 1\e-1 
GP) = | (log =) dz (x > 0). 
0 
Setzt man ferner in (13) t=’, so ergibt sich die Integraldarstellung: 
+ 0 
r(x) = / needs. 
welche Gaus (1., D. A., 8. 82) als die beste Definition der Gammafunktion be- 
zeichnet; vgl. Nielsen, 8., S. 145. 
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Fiir beliebige positive ¢ und p besteht die Ungleichung 


t 
erp >1+ ay 
woraus folgt: 
eo 
eae) 


Da ferner fiir positive ¢ und reelle ~ die Potenz ¢?-1—= e@-Dlet wenn 
man den reellen ,,Hauptwert“ des Logarithmus nimmt, immer positiv 


bleibt, so ist 


= «w—1 
UAoal ky Snes 
ea 


oder, wenn man die Substitution 1 + rt = — anwendet, 


1 
Ome Sa) pref ur-2-4(1 —u)*-1du.*) 
0 


Nimmt man nun die beliebige positive GréiBe p=”+ 4, wo n eine 
béliebige positive ganze Zahl bedeutet, so ist nach einer bekannten 
Integralformel”): 


1 


me at he (n— 1)! ; 
fe 1(1—u) Sane ea (Ge Os 


0 


also 
(n — 1)! 


_ Andererseits ist, da der Integrand in J(z) positiv bleibt, 


T(x) > { e-tt?-* db. 
i 


Nun ist aber fiir t<n: 
t 


(Sal —<, ne (1 —~)’, 


n 


und daher 


t 


J(«) > f(t a —) 4 dts 
0 


1) Das ist das ,,erste Hulersche Integral: (Huler, 2b,, Bd. I, 213—247; 
Bd. IV, 78—354); diese Bezeichnungen riihren von Legendre (1.) her. 
2) GauB, 1., D. A., 8. 39; vgl. 2. B. Sehlémilch, Compendium der héheren 


| Analysis, 5. Aufl. (1881), Bd. I, 412. 


Q* 
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durch die Substitution 1—— = w wird daraus: 
1 
I(x) > n® fwr(A —uy-tdu, 
0 
d. h. nach der obigen Integralformel: 
n! 


Ia) > We Fi) @ ER 


Es ist also 
J (x) ee (n— 1)! n* 


< (1 + =) J (x). 


Durch den Ubergang zur Grenze fiir unendlich wachsende » ergibt 
sich aus diesen Ungleichungen 


T (a) = J(@). 
Die allgemeine Lésung:der Differenzengleichung (7) lautet also: 


Yr ota oe F(x) ? 
worln @,, eine periodische Funktion von x mit der Periode 1 bedeutet 
und [(%) nunmehr entweder durch den Ausdruck (11) oder (13) be- 
stimmt ist; der erstere hat den Vorzug, fiir alle von O und negativen 
ganzen Zahlen verschiedenen x Geltung zu besitzen, wihrend der zweite 
nur fiir positive Werte von « gilt.') 

Bestimmt man eine Partikularlésung der Gleichung (7) in der 
unter A angegebenen Weise dadurch, daB y, im Intervall OS x< 1 
gleich einer vorgeschriebenen Funktion g(a) sein soll, so kann die 
periodische Funktion w(x) bei geeigneter Wahl von g(x) in ihrem 
ganzen Verlaufe durch eine Fowrtersche Reihe ausgedriickt werden; 
es ist nimlech fir O< a< 1: 

o(x)T(@)= (x), dh. w(x) = aa 

1) Ist ” eine endliche, nicht negative ganze Zahl, so gilt fiir -n—1<a<—n 

die Formel von Cauchy (Exercices de Math. II, 92 (1827); vgl. Nielsen, 3., § 58): 


ra = f = on O)>" at, (000 = >= 
. 


Ferner existiert folgende, nach Schldfli (Math. Ann. 3 (1871), 148) zuerst von 
WeiterstraB gefundene allgemein giiltige Integraldarstellung: 


i 1 a wna 
re aif oma 
Ww 


darin bezeichnet W einen Integrationsweg, welcher von — oo ausgehend sich 
unterhalb der Achse der negativen Zahlen hinzieht, den Anfangspunkt recht- 
léufig umkreist und dann oberhalb derselben Achse nach —oo zurtickkehrt 
(vgl. Nielsen, 3., § 59). 


Il. C. Die Gammafunktion. wk 


Wahlt man nun g(0) endlich und unseren friitheren Auseinander- 
setzungen gemiB 
91) =[ep@)L20=9, 2B. p(x) =(@—1) ¥@), 
wo #(0) und w(1) endlich ist, so wird, da [(0) = 00, F(1) =1 war, 
a(1—0) = (0) =0 (vgl. Fig. 1, S. 6), und es ist daher (x) fiir 
alle Werte von « durch die Fouriersche Reihe (3) bestimmt, worin 
1 1 
t= ae cos 2kaudu, b= [ee sin 2k rudu 
0 0 

ist; hierbei wird der Verlauf der Gammafunktion im Intervall 0 bis 1 
als bekannt vorausgesetzt. 

Man kann sich die Frage vorlegen: Fiir welche Partikular- 
lésungen wird die periodische Funktion w(#) eine wirkliche Kon- 
stante, z. B. gleich 1? Fiir diese Lésung ist die vorgeschriebene 
Funktion g(x) selber gleich [(w), so daB bereits bei der Festsetzung 
der Anfangsbedingung der Verlauf der Gammafunktion im Intervall 
O bis 1 als bekannt vorausgesetzt werden muf. Um nun diese 
Lésungen auch ohne Kenntnis dieses Verlaufes charakterisieren zu 
kénnen, wollen wir noch eine zweite Art auseinandersetzen, eine 
solche Partikularlésung der Gleichung (7) festzulegen; dadurch wird 
gleichzeitig fiir diesen besonderen Fall eine (wie wir sehen werden’), 
praktisch anwendbare) Methode gewonnen, durch eine ,,Anfangs- 
bedingune“, die hier in Form einer Grenzbedingung auftritt, die will- 
ktirliche periodische Funktion w(x) zu bestimmen. Wir suchen nim- 
lich diejenige Partikularlésung w, der Gleichung (7), fiir welche die 
Grenzbedingung 

: Urin 
ie) ee (n—1)1n® : 


fiir alle Werte von x im Intervall 0 bis 1 erfiillt ist. Nun ist aber?) 


Ustn Qe 1) (em 1) a 
(n ay ne (n — 1)! n” i 
also | 
ify a Ms a ag ee oe 
lim *—++*— = uw, lim - 
n=o (n—1)!n* n= 00 (n — 1)! n* 
ah: 
: Wy 4% Uy R 2 
pe ee 1) (OR e <1), 


Pe ine T (a) 


Fiir die Partikularlésung u,, die der Grenzbedingung (14) gentigt, ist 
also — zunichst fiir O<a#<1, aber, da w(a) eine periodische 
1) Vgl. 2. Kap., Il, zweite Anwendung. 2) Vgl. Nielsen, 3., 8. 12. 
3) Nimmt man allgemeiner a statt 1, so ergibt sich u, = al (@). 
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Funktion von der Periode 1 ist, fiir alle x —- die willkiirliche perio- — 
dische Funktion o(#) =1, d. h. w,=T(a)'), und wir sehen, daf in 
der Tat diese Grenzbedingung imstande ist, die Festlegung des Ver- 
laufes von w, im Intervall 0 bis 1 zu ersetzen.*) 

Wir erwiihnen noch eine dritte Lésungsmethode der Differenzen- 
gleichung (7)°): Ist y, eine differenzierbare Lésung derselben, so 


d log y,, : 
gentigt v, = —z, der Differenzengleichung 
1 L3 ’ 1 
OS, ee (formale dsung: v, = Oe) 


und diese Gleichung wird offenbar befriedigt durch 


1 1 
v= Depa rga) te n=.) 
n= 0 
Fiir o, = — C, worin 


die sogenannte Hulersche Konstante*) bedeutet, ergibt sich ins- 
besondere 


Ace ee =< LOSE est _ dlog T(x) Se) 
(15) ¥(@) a) Des, ile 1 k = aia da ak F(a) ; 
k=0 


Mittels der Funktion ¥(w) und ihrer Ableitungen kann die Tiabelle 
der unter B. angegebenen Summationen erweitert werden: es ist nimlich 


> s= YO + @,; 


) 
und allgemein fiir positive ganzzahlige i 


(mi 


1 Ne tale 
om Daren oes 
2 d- wx) d'log F(x) 
(ae ome) 


Durch die Formeln (m) und (n) ist man in den Stand gesetzt, 
die Summation einer beliebigen rationalen Funktion mittels Partial- 


1) Weierstrap, 1., S. 36; implizite bereits bei Gauwf, 1., Art. 22, Gl. [47]. 

2) Eine dritte Art der eindeutigen Festlegung einer Partikularlésung durch 
»Anfangsbedingungen“, die aber komplexe Werte von x in Betracht zieht, findet 
sich bei Scheefer, 1., und Mellin, 3. 

3) Nielsen, 3., § 1—4; vgl. 10. Kap., I, B, 1. 

4) Euler, 24., S, 144 (1755) u. Comment. Acad. Petrop. Bd. VII, 157 (1740); 
weitere Literatur siehe bei Nielsen, 3., § 2. 


| 
| 


| 
| 
| 
| 


| 
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bruchzerlegung und gliedweiser Summation auszufiihren. ") Besonders 
einfach gestaltet sich die Summation von 


é f (2) 


(@ — a) (@—a—1) “+. (¢@—a—p)’ 


worin /() eine ganze rationale Funktion n‘ Grades ist?); man braucht 
nur f(x) nach der bereits erwihnten Newtonschen Interpolationsformel 
zu entwickeln: : 

f(2) = Fa) + 25" Apa) + SMES E—) arpa) +... 


(@— a) (@— a—1)---(@—a—(n— 


es 1 


») Arf(a), 


~O..-N 


dann jedes Glied einzeln durch den Nenner (x —a)(a—a—1)---(a—a—p) 
zu dividieren und mittels der Formeln (a) (falls n >), (b), (f) und 
(m) za summieren. — Die Funktionen W(x) und ¥(x) spielen eine 
gewisse Rolle in der mathematischen Physik; es sind daher Tafeln 
fiir diese Funktionen berechnet worden.’) 

Der Ausdruck (15) fiir Y(x) fiihrt nun in Verbindung mit der 
Anfangsbedingung [(1) = 1 auf die neue Produktdarstellung 


00 


1 x ees 
rapn EE (+i es 
dieselbe wurde zuerst von Schlomilch*) und knrz nachher von Newman’) 
gefunden; aber erst Weierstraf®) hat ihre funktionentheoretische Be- 
deutung klar erkannt und sie zum Ausgangspunkte fiir seine Zerlegung 
ganzer transzendenter Funktionen in Primfunktionen gemacht. 

Da die Gammafunktion fiir die Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen von fundamentaler Bedeutung ist, so sollen hier noch 
kurz ihre wichtigsten Higenschaften zusammengestellt werden‘): Die 
Funktion [(z) hat, wie wir bereits sahen, in 0 und den negativen ganzen 
Zahlen einfache Pole, ist aber sonst in der ganzen z-Hbene eine end- 
liche, eindeutige analytische Funktion der komplexen Variablen 2, 
welche wie die Exponentialfunktion nirgends verschwindet und den 


: . Ltt ote, 
wesentlich singuliren Punkt z= oo besitzt, so daf Fi eine ganze 


iy UW 2) Vgl. Markoff, 1.3 W. 

3) Fir ¥(a@-+ 1) von Gauf, 1., D. A., 8. 52—54 (der tibrigens diese Funktion 
mit Y(x) bezeichnet) und Knar, Grunert Archiv, 43, 168 (1865); ftir YW’ (w+ 1) 
und dessen reziproken Wert von Emde, Elektrotechnik u. Maschinenbau, 24, 996 
(Wien 1906), der auch Kurven aller dieser Funktionen gezeichnet hat (,,Funk- 
tionentafeln mit Formeln und Kurven‘‘ von Jahnke und Hmde, Leipzig 1909, 8. 30). 

4) Schlomatch, 2. 5) Cambridge and Dublin math. Journ. 3, 57—60 (1848). 


6) WeierstraB, 2., 8. 15. 
7) Nielsen, 3.3 Pascal, Repertorium der héheren Mathematik, D. A., I (Ana- 


lysis), Kap. XVIII, § 54. 


24 1. Kap. Begriff der linearen Differenzengleichung und ibrer Integration. 


transzendente Funktion mit einfachen Nullstellen in 0 und den negativen 
ganzen Zahlen ist. — Die Funktion [(z) labt sich in die Summe 
zweier anderen Funktionen..zerlegen: 


re) = Pe) +e), 


worin 
al oo 
P(z) — | e~'te-*dt, Q(2) Sout oe 
0 i 


ist; Q(z) ist eime ganze transzendente Funktion, wahrend P(z) 
einfache Pole besitzt. Fiir Q(z) besteht die Entwickelung 


Q(2)=q +Ge¢+Qe+---, 


worin 


Meee aeiompe cele te dt 
n = ie oe f e~*(logt)” 5 
rs il 


ist; fir P(z) gilt der Ausdruck 


1 1 1 
P@)= EAVES re Ce) eee 


welcher die einfachen Pole von [(z) klar erkennen laSt.*) 


Sehr niitzlich fiir die Berechnung der Gammafunktion ist die 
leicht zu beweisende Eulersche Formel 


r@)t(l-2) = 37) (tir e= 5: 1 (Z)=Vz) 


sowie das beriihmte Gaufsche Multiplikationstheorem 


n—1 m—1 Cabs 
[Tr (e+ p)=@0 7 0 r(na),9 


von dem wir im 2. Kap., II] aus der Theorie der Differenzenglei- 
chungen heraus einen neuen Beweis geben. Legendye*) und Hoppe’) 
haben gezeigt, wie man mittels dieser Formeln in Verbindung mit der 
Gleichung [ (a + 1) = «I (a) die Intervalle, fiir welche man die Gamma- 
funktion nur zu berechnen braucht, um ihren Gesamtverlauf zu er- 
halten, betrichtlich einschranken kann; Landau®) hat sogar bewiesen, 
da die Gesamtlinge dieser Intervalle, deren Anzahl endlich ist, beliebig 
klein gemacht werden kann. — Numerische Tafeln fiir log [ (x +1) 


1) Vgl. 10. Kap., I, B, 5., auch wegen der Literaturangaben. 

2) Huler, 2°, IV, 105 (1794); Novi Comment. Acad. Petrop. 16, 136 ([1771] 
1772). 

3) Gaup, 1., Art. 26; fiir n= 2 Legendre, 1., S. 485. 

4) Legendre, 3., II, Art. 118. 

5) Hoppe, Journ. fiir Math. 40, 152—154 (1850). 6) Landau, 1. 


‘sowie dreistellige Tafeln fiir Y(~+1) und 
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riihren her von Legendre’) und Gaup*), fiir log oe von Bessel*), 


der auch die erste graphische Darstellung der Gammafunktion ge- 
hefert hat*); die in Fig. 3 wiedergegebene Darstellung ist dem bereits 
zitierten Buche von Jahnke und Emde ent- 
nommen”), in welchem man auch vierstellige 


Tafeln fiir [(@+1), log ™(w+1) und ¥(a+1) 


1: ¥(<+1) findet.*) 

Holder") hat, eine Bemerkung von 
Weierstra8 ausfiihrend, bewiesen, daB die 
Gammafunktion keiner algebraischen Diffe- 
rentialgleichung geniigen kann, und Barnes*) 
hat diesen Beweis auf die Lésungen linearer 
Differenzengleichungen erster Ordnung aus- 
gedehnt, deren Koeffizienten rationale Funk- 
tionen sind. Dadurch ist gezeigt, dap die 
linearen Differenzengleichungen wesentlich neue transzendente Funktionen 
defimieren. 

Wir sind nunmehr imstande, mittels der Gammafunktion die all- 
gemeine Lésung der Differenzengleichung 


5 
Yo aot aa R@)y,; 
worin F(a) eine rationale Funktion von z ist, anzugeben: es sei 


—> xu 
Fig. 3. Die Gammafunktion. 


(a — a,) (@# — dg)... (2 — ay) 
@—b)@—2d,)...@—8,)’ 


R(“).=a 


worin auch mehrere a, oder 0, einander gleich sein kénnen; dann ist 
nach einer friiheren Bemerkung”): 

T («a — a,) (a — oy) , -T@ iy 4°) 

eos Oi Op) al (wo — by) 


Auch hier kann die eindeutige Festlegung einer Partikularlésung ent- 


=2 ae 
Y, a 0 


1) Legendre, 1., 8S. 508—509 (von «= 0 bis 0,5 mit dem Intervall 0,005 auf 
7 Dezimalstellen); 2., I (1811), 302—306 u. II (1817), 88—95; 3., II (1826), 490 
bis 499 (von a0 bis 1 m. d. Interv. 0,001 auf 7 bzw. 12 Stellen). 

2) GauB, 1., D. A., 8. 52—54 (fiir ¥(@@-+1) log [(m@+1) von x=0 bis 1 
m. d. Interv. 0,01 auf 20 Dezimalen). 

3) Abhandlungen II (1812), 342—352 (von «= 1 bis 2,05 m. d. Interv. 0,01 
auf 10 Stellen). 

4) 1. c. 8. 851; weniger ausftihrlich Schenkel, Diss. Bern 1894. 

D)plneusa29: 

6) l.c. 8. 30 fir log [(@+1) u. ¥@+41) von ex=—0 bis 1 m. d. Interv. 
0,01; S. 31 fiir ¥(a+1) von =O bis 10 (Intervall 1) sowie fir [(#-+ 1), 
W(e +1) u.1:¥’(@+1) von «=0 bis 1 mit dem Intervall 0,05. - 

7) Holder, 1.3 vgl. Nielsen, 3., Kap. VII. 

8) Barnes, 1. ON Sve LUG 10) Mellin, 1. 
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weder durch Vorschreiben des Verlaufes derselben im Intervall 0 
inklusive bis 1 exklusive (vgl. Abschn. A) oder durch eine Grenz- 
bedingung von der Form (14) bewirkt werden.’) 

Wegen der mannigfachen Reihenentwickelungen fiir die Funktionen 
l(a), log [(#) und ¥(x%) sowie fiir die Produkte von Gammafunktionen 
vergleiche man das 10. Kap. I, A u. B. 


7D. Homogene lineare Differenzengleichungen beliebiger Ordnung, 
deren Koeffizienten rationale Funktionen sind. z) 


Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir nun die homogene 
lineare Difterenzengleichung n‘* Ordnung 


(16) Se By YS io pe eile gga a) PS L ota 0, 


worln PY. Pp ani Be. rationale Funktionen von w sind, die ohne 
Beschrankung der Aligemeinheit als ganze rationale Funktionen voraus- 
gesetzt werden kénnen. Auch hier definieren wir ahnlich wie in A 
eine Partikularlésung y, der Gleichung (16) folgendermafen: ,,Hs soll 
im Intervall 0 inklusive bis n exklusive y,= p(x) sein, wo p(x) eine 
willkiirlich vorgeschriebene eindeutige Funktion von x bedeutet. Wir 
behaupten, daB dann y, bei geeigneter Wahl der ,,Anfangsfunktion* 
g(x) fiir alle endlichen Werte von x eindeutig bestimmt ist. 

Um y,, zunachst fiir positive x zu untersuchen, machen wir, um die 


linke Seite der Gleichung (16) von P zu befreien, falls 


P? = (7 — a,) (e@ — ay)»: (@ —a,)8) 


x 


ist, die Substitution 


Un 
(17) Yn = T(@—a, Zp Cen apes ea Pe 


dann resultiert nach Multiplikation der beiden Seiten von (16) mit 


l(a —a,)T(@—a,)...F(@—a,) fiir u, eine Gleichung von der Form 
, ‘ (1) nr 

(18) Leen TP, MES O75 2 it ote x eg +p; ‘u, aes 0, 

worin po Peden pe ganze rationale Funktionen von # sind. 


Um nun fiir die zur Lisung y, gehérige ,,Anfangsfunktion“ g(x) 
eine geeignete Wahl zu treffen, gehen wir von der Gleichung (18) 
aus und wahlen die zu der entsprechenden Liésung wu, gehérige An- 

1) Men, 1. 

2) Wallenberg, 6.5 vgl. Lacroix, 1., § 418—420; Markoff, 1. fir komplexe 
Variable Pincherle (u. Amaldi), 9., Kap. X. 

3) Der Koeffizient von x darf gleich 1 vorausgesetzt werden; mehrere der 
— ev. komplexen — GréSen a; kénnen einander gleich sein. 
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fangsfunktion ~(”) im Intervall 0 bis » (inklusive) eindeutig, endlich 
und stetig; dann ist auch die nach (17) mit #(w) durch die Gleichung 


pa) =v): | ft @—a—n+1) 


verbundene Funktion g(x) in dem angegebenen Intervall eindeutig, 
endlich und stetig, da die eindeutige analytische Funktion 1:[(z) fiir 
keinen endlichen Wert von 2 unendlich groB wird. — Aus (18) ergibt 
sich nun fiir jeden nicht negativen Wert von a ein bestimmter end- 
licher Wert von w,: Es ist nimlich w, = p(x) fiir 0 <a< mn, wihrend 
man fiir jeden Wert von xv, der >» ist, d. h. fir z=mia 
(m =n die gréBte in w enthaltene ganze Zahl, O<w<1) den zu- 
gehérigen Wert von w, sukzessive aus den Gleichungen 
{18*) WE a, +p Cec g re i a + pt”, U4, =O 

a 0 2a) 
linear durch uw, = $(@), u,,,=¥(@ +1), ..., U,,-,=¥(e+n—1) 
ausdriicken kann; da die p? ganze rationale Funktionen von a sind 
und #(z) im Intervall 0 bis » endlich ist, so sind auch alle diese 
Werte von w, endlich (einige ev. gleich Null). 

Um die einzig méglichen Unstetigkeiten von w, bei x =m (und 
daher auch in den ,,kongruenten“ Punkten 7 = 2n, 3n,...) zu ver- 
meiden, muS8 man es so einzurichten suchen, daB u,= (mn) wird, 
also, da 


C7 Nene Po Un 4 ae Pon Pie Po Up 
= — [pp (n—1) + pv(n—2) +--- + p¥(0)] 
ist ? 
(a) == CP v(n—1) + p¥(0—2) + + 20) 


wihlen, was stets leicht zu erreichen ist: man hat nur, falls 7(7) 
diese Bedingung nicht schon erfiillen sollte, statt w(w) die Anfangs- 
funktion /(v) = v(a) — a zu nehmen, worin 


a VOT PP VMA=Y + +--+. H(0) 
ag ae See 


ist; wenn 


iL “+ po” po +.-- LL Dy” == (9) 
ist, wihlt man am besten y(x) als periodische Funktion mit der 
Periode 1 oder (a) =a + bu (a—1)--- (w—n).") 
Vermége der Beziehung (17) ist nunmehr auch die der Funk- 
tion w, entsprechende Partikularlésung y, der Gleichung (16) fiir alle 
positiven Werte von x (inklusive 0) eindeutig, endlich und stetig. 


1) Vel. auch 2. Kap., Il, A. 
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Um den Verlauf von y, auch fiir negative Werte von # zu unter- 
suchen, machen wir, um die Gleichung (16) von P,(”) zu befreien, 
falls (nach Division der Gleichung (16) durch einen konstanten Faktor) 


oes 


sok 


ist, die Substitution 
(19) v= | [T@—2)- >; 
oe 


dann geht die Gleichung (16) nach Division durch je. i ] l(a — b,) 
tiber in k=1 
(20) ee eag ee fg ‘ Usen ee e — 1} 
worin die ihe ganze rationale Funktionen von @ sind. 
Im Tater 0 bis » (inklusive)*) ist die der Lésung y, von (16) 


bzw. der Lésung %, von (18) entsprechende Lésung v, von (20) 
gleich x(x), wo nach (19) und (17) 


1 (”) = gy (x) w(x) 


$ 


TT @e-& T[v@—g—nt+ []v@—d, 
] ae (Beal J DEN, 


ist, so da} auch y(z) in dem angegebenen Intervall eindeutig, endlich 
und stetig ist. 
Nun 1aBt sich wieder v, fiir jeden negativen Wert von « 


(c=—m+a, m positive ganze Zahl, OS a< 1) sukzessive aus den 
Gleichungen 
(20%) ie i nta— es eee ee a ?v Ve fey tg ieee 


(be ROS mee) 


linear durch v, = 7(@), Ug4,=YC@H1), ---, Veg ny = 4(@+n—1) 
ausdriicken, und da y(z) im Intervall 0 bis » eindeutig, endlich und 
stetig ist, so entspricht jedem (negativen) Wert von x ein endlicher 
Wert von v, (der eventuell Null sein kann); ferner tibersicht man 
sofort, daB v, fiir negative x nirgends, auch nicht in den Punkten 
—0, —”, —2n, ..., unstetig wird. — Dagegen kann hier y, in den 
Punkten ~=b,— m?) (kK=1, 2,..., 8; m=O, 1, 2,...) unendlich 
werden, ja auch unbestimmt von der Form oo - 0; wahlt man jedoch 

w(x) und daher auch z(«) als analytische Funktion von #, die im 


1) Da wir w(n) = «, gemacht hatten, 
2) Nur die reellen b, kommen fiir uns in Betracht und nur die Punkte 


b,—m<0. 
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Intervall 0 bis m keinen wesentlich singuliren Punkt besitzt, so kann 
diese Unbestimmtheit stets gehoben werden. Dieser Ubelstand kann 
aber auch dadurch vermieden werden, daf8 man von vornherein nicht 
die Lésung y,, sondern die Funktion 

i= ai sin 20 (a@—b,)- y, 

k=1 

betrachtet, welche ebenfalls eine Lésung der Gleichung (16) darstellt, 
da der Faktor von y, eine periodische Funktion von mit der Periode 1 
ist (natiirlich multiplizieren sich auch die Anfangsfunktionen (a) 
baw. w(a) und y(~) mit diesem Faktor). Da die Funktion 

[ [sx 2x (7 —b,) F (x —b;) 

k=1 
ftir alle endlichen Werte von w endlich bleibt, so haben wir in », 
ee Partikularlisung der vorgelegten Gleichung (16) gewonnen, welche 
fiir alle endlichen Werte von x eindeutig, endlich und stetig ist. 

Wir haben gefunden, daf fiir eine homogene lineare Differenzen- 
gleichung, deren Koffizienten rationale Funktionen sind, stets Partikular- 
lésungen existieren, die durch ihre Anfangsfunktion vollstindig in 
eindeutiger Weise bestimmt sind, insofern — unter Voraussetzung 
der Kenntnis der Funktionen [(z) und sinz — zu jedem (reellen) 
endlichen Wert von w der zugehérige Wert von y,, durch eine endliche 
Anzahl elementarer Rechenoperationen eindeutig bestimmt werden kann; 
und zwar ergibt sich aus unseren Betrachtungen, da man durch ge- 
eignete Wahl der Anfangsfunktion stets Partikularlésungen erhilt, 
die fiir alle endlichen (reellen) Werte von # eindeutig, endlich und 
stetig sind. Damit ist die Existenzfrage als erledigt anzusehen.*) — 
Eine ganz andere Frage ist die Darstellung der Lésungen einer linearen 
Differenzengleichung durch analytische Ausdriicke. Dieses Problem wird, 
soweit es bis jetzt gelést ist, im zweiten Teile mit Beriicksichtigung 
der neuesten, bis in das Jahr 1910 reichenden Arbeiten eine ausfiihr- 
liche Behandlung finden. 

Zum Schlu8 noch ein Wort iiber die Berechtigung, die Wahl 
der Anfangsfunktion g(x) fiir eine Partikularlésung ohne Beeintrach- 
tigung der Allgemeinheit in der Weise zu beschrinken, wie wir es 
oben getan haben; diese Berechtigung erhellt aus der folgenden Be- 
merkung: wie wir im nichsten Kapitel sehen werden, laBt sich die 


1) Zuniichst fiir den Fall, daf die unabhingige Veriinderliche a reell ist; 
-die Betrachtung kann aber auf kompleae Variable z= « + yi ausgedehnt werden, 
indem man die Werte der Anfangsfunktion diberall in dem durch 0 = #<1 be- 
gtimmten Parallelstreifen der z-Ebene vorschreibt (vgl. Pincherle (u. Amaldi) 9., 
Kap. X). 


30 1. Kap. Begriff der linearen Differenzengleichung und ihrer Integration. 


allgemeine Lésung y, der Gleichung (16) durch n beliebige (linear un- 


@) (2) (n) 
pare 


abhingige) Partikularlésungen y,’, ,¥, im folgender Form 


darstellen: 


(1), (1) (2) ,, (2) (x) ,(n) 


worm die a willkiirliche pericdische Funktionen von w mit der 
Periode 1 sind. Aus unseren Auseinandersetzungen geht noch hervor, 
daB die etwaigen Pole eimer Lésung y, in die periodischen Funk- 


tionen o® 


verlegt werden k6nnen. 


1 
Yo4t a Ya) 


es soll diejenige Partikularlésung y, bestimmt werden, die im Inter- 
vall 0 (inklusive) bis 1 (exklusive) gleich x ist. Es wird 


im Intervall QO bis 1 yj, (y, = a —|=| —1) 
ox) x=0 
- _ Tebis; Zeige yo == ks 
Bi 1 
fs mi 2DIS'3 25 4, = ey 
Bg he Bbis 4: y, : 


~~ (@— 1)(@—2)’ 


iL 
(@—1) (w@—2)---(@—k-1)’ (h= 258, ca): 


nes kbisk+1: y, 


Ferner wird 
im Intervall Ocbis 2313 y= eed), 
re i —lbis—2: y,=a#(4+1)(#7+2), 


nig go = (be 1) bis, Yr el en ( CER) Oe 
Setzt man 


y(@) = e(@+1)---(@+h), (b=0,1,2,...) md Sy, 


so ist 

4 (— Bb) = 4 44(—&) = (— 1h; 
daher sind in den Punkten 0, —1, —2,... auch die Tangenten- 
richtungen stetig. Figur 4. gibt ein Bild der so entstehenden Kurve, 
die also eine bestimmte Partikularlésung der obigen Differenzen- 
gleichung darstellt. 

Hier ist iibrigens, wenn man die Kenntnis der Gammafunktion 
voraussetzt, auch eine analytische Darstellung der oben bestimmten 


1) Wallenberg, 6., Nr. 2. 


Il. Existenz einer Partikularlésung. Beispiel. ile 
Partikularlésung durch eine Fowriersche Reihe méglich: Die allge- 
meine Lésung unserer Differenzengleichung lautet nimlich 


Soe). 
Yr alae). 


die willkiirliche periodische Funktion (x) mit der Periode 1 wird 


Fig. 4. 


fiir alle x bestimmt durch die Bedingung y,= «a fiir O<a<1: 


Oj =i hoi @--1) fir 0<¢7< 1%), 
also 


eo oo 
1 : " 
o(@) = 5a) + a, cos 2kax + > b, sin 2hax, 
k=1 al 
worin 


5 ; 
Oh, = 2 | T(w) cos 2kaudu, b= 2 | [(u) sin 2khaudu 
Si 


ist. — Ahnlich zu behandeln ist die Gleichung y,,,—=y, mit der 
Anfangsbedingung y,=a«—1 fir O<av<l. 
= . . ree) . = . t 
_ 1) Da einerseits w(1)= (0) =f (1)=1, andererseits auch In) ates 
(vgl. Ke 8), so findet bei 1 keine Unterbrechung der Stetigkeit statt, sodah 
w(x) wirklich fiir alle x durch die Fouriersche Reihe dargestellt wird. 


Zweites Kapitel. 


Formale Theorien. 1. Teil. 


I. Allgemeine Siitze iiber Differenzendeterminanten. 


Bevor wir in die formale Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen selber eintreten, d. h. in die Analogien mit den alge- 
braischen Gleichungen und die entsprechenden weitgehenden Analogien 
mit den linearen Differentialgleichungen, stellen wir einige Sidtze tiber 
Differenzendeterminanten auf, die auch unabhingig von der Theorie 
der linearen Differenzengleichungen Geltung haben. 

In der Theorie der lnearen Differentialgleichungen spielt eine 
groke Rolle die sogenannte Wronskische Determinante 


|% Soe GY, 
D = | Yy Yo io Yn 

less ; iy Ae 

[gt yy oo yon 


Hine ahnliche Rolle spielt in der Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen die Differenzendeterminante 


(1) (2) (n) 1) 


Y,. Yn Seema | ? 
Dly®. y® Ve ye nee ea Aa ny 
Co ea cd é ‘2 ) 
: 2 Og oe | 
m—1 (1) n—1 (2) —1 (n) 
A Y A Y, Rss A" ¥. 
welche wir kurz die ,,Determinante der n Funktionen y, y®, ... y 
’ z Hy PAG 


nennen wollen. Da 


Ay, aa Yor — Yx A*y, va Yn +9 al 2Y m4 a Yur 22%) 
A‘y, Sth kyYotnnt ar Le 2g oe Ge bye 


1) y ) bedeatet nicht die ke Ableitung von y,, sondern die ke Funktion Y;,(&) 5 
ein Mifverstindnis ist ausgeschlossen, da im folgenden Ableitungen zuniichst 
tiberhaupt nicht vorkommen. 
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ist, worin die k, Binomialkoeffizienten bedeuten, so folet leicht durch 
Rekadinte Deter rin teonredakiinnes bi: 


(1) @) , 
Y,, Up isd. y” 
: re) (2) (n) 
(1) (2) Aan . 
Diy, ¥, PENS, y.) = Yost Yoo 41 vor tu hs at i 
@) (n) ht4=1,2,....n 
vieSe Gack pucks Yn ee ( ? Ds) ) ) 


diese Form wollen wir von jetzt an gewohulich festhalten. 
Ks sollen nun einige der wichtigsten Higenschaften dieser Deter- 
minante abgeleitet werden. 


A. Der Satz von Casorati’): 


Das identische Verschwinden der Determinante Diy”, Tp ee ily ye) 
ast die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die lineare Abhiingig- 
keit der von Null verschiedenen Funktionen ye”, ye, a yo, d. h. fiir 
das Bestehen einer Relation 


1 2 n 
OY, toyo+---+to,y =0, 


WOT 1, M,, -.., @, pertodische Funktionen von der Periode 1 sind, 
die nicht sdmtlich verschwinden.*) 
Beweis: Ist 


(1) (2) (n) 
O,Y, TO, Y, Goes ate =, 
so ist auch 


OYer FOI + +o,y" ,=9, 


(1) (2) (n) d 
Ut rian: segura} 7, Ya ya Os 


und da @,, @,,..., @, nicht simtlich verschwinden, so mu 


ae we) (n) 
DR ee nee 2) 0 
sein; die Bedingung ist ne BOs, 
Ist umgekehrt Dly® es Yeon. y.) = 0, so seien uw), uw 
die zur letzten Zeile von D) gehérigen Unterdeterminanten, von denen 


, Siehe z. B. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten (Leipzig 
1881, 5. Aufl.), S. 194f. (§ 3, 7). 

2) Gara, ile 

3) Solche periodischen Funktionen von der Periode 1 spielen in der Theorie 
-der Differenzengleichungen naturgemiB die Rolle von Konstanten und sollen 
daher von nun an zur Abktirzung ohne Index « geschrieben, als ,,Konstanten" 
w, bezeichnet und durch die Anfiihrungsstriche von wirklichen Konstanten unter- 


schieden werden. 
3 
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man voraussetzen darf, daB sie nicht simtlich verschwinden, da sonst 
aus uw.” = Dyg?, Peon ss daa) =( der folgende Beweis schon 
die Ser Abhingigkeit der (von Null verschiedenen) Funktionen 


ST Nee aly y’~» ergeben wiirde usf, Dann ist 
2 2 ' n 
aD yg) sage? yO) inst hy ee Nei 
(1), () (2) ,, (2) (n) , (n) ‘x 
(1) ee ee i ae Seas u, Yer = 0, 


anh tay mi yo ate ul (Oy = 0 (= D).*) 


Ferner sind us uw”? .....u” bis auf den Faktor (—1)"-1 die 


i Le ogee? 9 ae aL 
zur ersten Zeile von D Be Unterdeterminanten, also 
(1) (1) 2) (n) aS 
LN i + uel yy” es ue ys — (= 1l¢ >); 
(1) (2) (n) a 
Cy Mester Races Hert is zy) 
(1) (1) (nm) 
Oy SS ye pe a ye ae = 0. 
Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt 
wh, oo, ea? 
Tha ut) ewe a) 4 uD ? 4 ue) ui? 
also 
i 


—a «(= 2, 3,..., 0), 
x 
worln die y, ,Konstanten“ sind, die nicht siimtlich verschwinden; 
setzt man noch y», ==, so ergibt sich aus der ersten Gleichung des 
1 


Systems (1) die zu beweisende Relation 


1 (2 n 
ay. oO, Y, ee arte oy” =e: 


B. S&tze von Bortolotti?) und Wallenberg. °) 
Es ist ; 
AU, Vg, = Uy AV, + 0, AU, = UAV, + Uy 44 
Let 0 = case v,+ Sac + v,A*u, 


Au,,, 


NT 1) Fees Se wr eae tent Wego gn 20, 
+ kA*-%4 acai NL 


1) Baltzer, Determinanten, S. 13 (8 8, 2). 
2) Bortolotti, 2. 3) Wallenberg, 6., Nr. 1. 
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Die allgemeine Formel findet man leicht durch Induktion und be- 
stitigt ihre Richtigkeit durch den Schlu8 von & auf i+ 1. Mit Hilfe 
dieser Formel ergibt sich nach dem bekannten Satze iiber die Multi- 
plikation zweier Determinanten') ~- 


Y, Ay, A’y, ees Bip | ye? x, ae ys 
n—-1 2 | 2 n 
Re tere ss AP PY, \Ay) Ay! Ay” 
0 0 Yo nae (eee) eins i Ary” Aiy® al Aty” 
O @) 0) Nariel [Atty Reetg? ety | 
(1) 2 n 
Me Yea Yet 
| 1 2 | 
Bay yo Jee Ag ly yey oe 
| 
~ |Atyye)  Aty y,” Atyy |? 
| ; | 
Pee 1) we 2 re n 
A ly y' A ty yy” mn ty ye? 
‘sli ais 
nm—1 
(1) (2) (n) | | ( 2) n 2 
D(Y,Ys > Veda Peat Ves?) = eee Ye) ) 
r= 0 
Setzt man hierin y, = a , so erhalt man 
Poe 
ome (2) (3) (n) 
hy LO) (n) (1) Yen Ya Ya 
De a aff e DlAas, 8... dy): 
m0 fe a 2 
Nun ist aber 
(7) 
Ye 1 ) (1) (r) 
yf) yD yD dD (y, ? Y, ) ? 
setzt man daher Dy Y,, ys O) = us”, so wird 
@) y?) y ; es q 
ae (a oO SH “pea a) - —_ —__—_— I) (u2”, us te wu! Me 
2 s < Tras: aaa tal 
r= 0 


also aus (3): 
(4) D(y, y, ety ye”) See (u.”, ee. us’). 
: Ls: are 


1) Baltzer, Determinanten, S. 53 (§ 6, 4). 
2) Baltzer, Determinanten, 8. 15 (§ 3, 3). 
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Besondere Falle sind: 


(Chee es NG) 1 (2), (3) 
Dg cas v. )= a, Ps 5m) , 


Yi ee yes y\”) = oe = D (a, ui”) : 
( 


Durch Kombination dieser Gleichungen mit (4) ergibt sich 


De) 


= T3 : : eee $3 D(y,9®,y), .. D(y yf » 9,0) 
[][P ee 


ial 


So fortfahrend gelangt man schlieBlich zu dem folgenden allgemeinen 
Theorem"): 
Sind die Funktionen oi Bot, Eee ot eps 0, are w” gegeben 


Ww, 5) 
und ist 
et C3 te) (w) (1) 
Bs eee es v, tose) 
iS (2) py. (7) 
= Dv; v b ? v, 5 v hs 
s0 ast 
D 22), ) 
yo) (Oia Gia) (7) (ene x ee 
() Dione Oe, sae Oe We We 50) i ’ 


poe. oe) fue ni) ) 
r= 


Wir ziehen noch eine andere wichtige Folgerung aus Gleichung (3): 


Setzt man naimlich 
y® 
Ava Ye? (h== 2,3, ..., 0), 


x 


so erhilt man in derselben Weise: 


Neo ewes Pine Bs yoo yg) yon 1) 
2) 25 2n— Za) ha oe 
r=0 ye ye yoo 


1) Bortolotti, 2. 
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Setzt man weiter 
Ys, Cx) 

y (2a) 

Bx) 


pee (b= 2 Ben — 1), 


Tes 2, (k = 2 See N= 2), 


yo 


(x — 2x) Ra ee 
2 Nm a z ‘ 
yo 92 2 (k= 2, 3), 


so erhalt man &hnliche Gleichungen, aus denen sich folgende wichtige 
Formel ergibt?): 


(6) De ye hey”) 


n—1 n—2 n—3 
oes [ (1) ! [ (21) [ l (3)) gt why) Need 
Sa UPA iar Uae Ot are L ae 


von der wir spater (3. Kap., I, Gl. (6)) noch eine Anwendung machen 
werden. 


C. Adjungierte Funktionensysteme. 


In der Theorie der Determinanten pflegt man ein Element a, einer 
Determinante a, | und die zugehérige Unterdeterminante a, ,,adjungiert 


oder a, die ,Adjunkte“ zu a, zu nennen.”) Ist nun ein System von 


linear unabhiingigen Funktionen y‘?, y, ..., y.” gegeben, so werden 


wir in der von Null verschiedenen Determinante dieser Funktionen 


(1) (2) (n) 
y,, Yn ak Y 
(1) (2) (n) 
(1) @) | Y Y RES 
LOS ROR eee yo) = a+1 a+1 z+ 
. (1) ; (2) (n) 
L cana k pee ater we Sega 


. : iJ k ‘ : - (k oo ¢ 
als ,,Adjungierte“ ao vANl Theme nicht die zu ee gehérige Unter- 
determinante selber, sondern diese, dividiert durch D), bezeichnen, also 
(ik) 1 ie : 
z D ay”) +¢%-1 


1) ) Wallenderg, Geers 
2) eae Journ. de l’Ec. Polytechn. 17, 64 (1815); vgl. Baltzer, Determ., 


S. 10. (6 2, 5). 


(11) 
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In der Theorie der Differenzengleichungen spielen eine wichtige 


Rolle insbesondere die Adjungierten der letzten Zeile ps (k= 25.20), 


() 


die wir daher kurz die Adjungierten von y,”’ nennen und einfach 


mit a ) bezeichnen wollen. 1) Es ist also 


2 k—- Me " 
Ct) me PD yr DUD IP aM na) 
ea STN Gh ) Diy, y®,. ay 
Yn 4n—1 Ya + Yz 4 Yo 


Wir stellen nun einige Beziehungen auf, welche zwischen einem 
Funktionensystem yo (K=1, 2,...,”) und dem adjungierten System ee: 
bestehen und welche uns spater von Nutzen sein werden. Zuniachst 


ergibt sich aus elementaren Determinantensitzen unmittelbar 
O, wenn k<n—1, 
1, wenn k=n—1. 


8) ey tem to Hey = | 
(hee O, 12.0 5 w— L) 
Wendet man auf die zweite dieser Gleichungen die Operation 
De "Uy = Uy 4 ? 


auf die dritte die Operation D-?,..., auf die w® die Operation 
D-@-» an, so erhaélt man 


ae 0, ween kKon—1, 
(9) U, Peng Uy Be ee aly’ wenn k=n—1. 
(h==OF 125 — 1) 


Daraus folgt, wenn 


| |? ae ne | 
| 

La) (2) (n) 

() (2) Gi A se ec opin ie gael 

COS SDLe (2a ee hao Ners ere ieee: shee 
Ti : ees | 

| AO) a 22) | 

|"e2—-n+1 “x—n+1 e—n+1)| 


gesetzt wird, daS auch D_ 1 (2 a, aoe aes 2,°) von Null verschieden 


ist, da in der letzten der Bicumaner (9) rechts 1 steht, und es er- 
aig sich 


(2) k-1) (k+1 a 
HOS oe: oD 2) = (—1)"4 D_,(ap ee a, FA ft, 2) 
k 2 n : 
tae Deol, Cae oe 


1) Die eigentlichen Adjungierten zu den y sind nach unserer obigen 
Definition die durch D dividierten Adjunkten der ersten Zeile 2 (i); es besteht 
aber, wie der Anblick der Determinante D lehrt, die einfache perches 


D 
gn) ad (ee Neds: an phe (k =1, yo 6 tA ). 
x 
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Die beiden adjungierten Funktionensysteme 
y und obs (k= 1,2,...,n) 


zeigen also ein vollkommen reziprokes Verhalten. Aus den Glei- 
chungen (8) folgt allgemeiner durch sukzessive Anwendung der Ope- 
ration Du,=u,,, und der inversen Operation D-'w,= wu, ,, wenn man 


CUS. Oita 


n 
NI 
ya epee z+ f aR 


r=1 
oe? wenn 0<a—B<n—1, 
| s,.= 1, wenn «o —B=n—1. 


Mit Beriicksichtigung dieser Relationen erhalt man durch Multipli- 
kation nach Zeilen*) 


(1) 3) (k+1) (a) f | aie ah 
Y,, ey) y. sy. | ik O 6) O 
(1) (k) (k+1) (rm) | Ds na 
ee Garten Po tat Yahi | 0 te 0 0 
(1) (k) (k+1) (n) |») ee) fe a) 
York a Geek Ui Fed Os eg) | “x 4, é., pe 
1) k (k+1) (nm) |} | (1) ee) (k+1) we) 
i ae a ee ey Pte Poa | Leo | w—nt+kh+1 ~x-n+k+1 ie see a 
ly ey GeO 
| * () 
i pgiae ayes pa (6) apse O 
ea (1) ©) tet 
York iter Yosh 0 1 
| ag) , (k) sie 
Ys = wees 1 0 
oder 
1 2 GS k+1) (b+2) (n) 
(13) D (y®, y, .- 92?) - Ds (@ v2) ray ae) 
(n —k)(n —k—1) 
a F 7: (i) (2) (k)\ 9 
= (— 1) : Dy; Y, pes on), Y. ) Ds: 


Insbesondere folgt fiir k = 0 die wichtige Relation es 


(14) D ie y, Sr y\”) cf Bae (2°, ae aa ae”) Se (tae), 


1) Baltzer, Determinanten, 8. 54 (§ 6, 4). 
2) Bortolotti, 2., 3. 
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welche die Reziprozitat der beiden adjungierten Funktionensysteme 
yo und gl (k == 1,2,...,) in ein helles Licht setzt. 


Beispiel: 5 
2 y —1 
y= 1, 9 =a, y= EE 
| ged) he oe 
| 1 2 | | I 2 : 
| | | 
DUD 9290) = Wath Ga Gi) 0 eg ee 
er | 
ieee Soe PO beet 
| ie x («2 — 1)! 1 x (x — 1) 
2? | 2 ae Aya i aie 
: @e+i)e aoe @ee 
re es 
eh ONL Baar bs 
i Aha os eee ae 
bgeccely, C 1 
2 
Dele 2°, 2) d 5 ores sigh 
cia SUA vy AID G1 
x(x” + 1) | 
BF A 
ies ee i ee, > 
ee t- 0 


also 
Dye Ye 5 Ye) Day (By 2.) 2, ) He LL. 


x 


‘II. Fundamentalsysteme. 


A. Definition eines Fundamentalsystems von Lésungen einer 
homogenen linearen Differenzengleichung. 


Unter einem Fundamentalsystem von Lésungen oder Integralen 
einer homogenen linearen Differenzengleichung 
(n—1 


(LQ) PY) =Yernt Pe Yorn te +P y,=9 (p? + 0)4) 


versteht man » linear unabhingige Partikularlésungen y, y, Be ye, 


1) Das Zeichen = bedeutet ,,identisch gleich‘, das Zeichen = ,,ver- 
schieden von. 


Il. Fundamentalsysteme. Al 
d.h. solche Lésungen, zwischen denen keine homogene lineare Relation 


1 2 n 
OY, tay +---+o,y"" = 0 


besteht, worin die w, ,,Konstanten“, d. ‘h. periodische Funktionen von 


a 


der Periode 1 sind, die nicht simtlich verschwinden. 
Fiir den Fall, daB die Koeffizienten po rationale Funktionen 


von x sind, die dann nach den Ausfiihrungen im 1. Kap., I, D als 
ganze Funktionen vorausgesetzt werden kénnen, haben wir die Existenz 
emer Partikularlésung nachgewiesen, und wir werden sofort sehen, 
wie wir durch passende Wahl der Anfangsbedingungen stets ein 
soleches Fundamentalsystem herstellen kénnen. Aus dem Satze von 
Casorati (2. Kap., I, A) folgt, daB die Determinante der Lisungen eines 


Fundamentalsystems 
| (2) (2) SEK) 


a) (2) as) 
(1) (2) (n) y Yy sy 
(2) Dy’ ; gu. ares yy”) La | a+1 a+1 ned 
hee (ah (2) (a) 
(Ea at A ae seas uae Pe 


und nur eines solchen nicht identisch verschwindet, so da auch das 
Nichtverschwinden dieser Determinante als Definition des Fundamental- 
systemes gelten kann. Bestimmen wir nun # Partikularlésungen 


des Ty ey y” derart, daB 


yO=1, ¥%=0,y%=0,..., 9,5, =9, 
yy)? = 0, y,? = 1, yy) = 0, BOOT ye aa 0, 


n Wh) mee e a 
y= 9, ¥M=9,99=9,...,9,-4=1 


ist, so wird 
LO: 0-4=..0 


101 0--- 0 

Dy, Yo, «--5 Yo) = a O1--- 0)=1; 

|O00.---1 

also verschwindet die Determinante (2) sicher nicht identisch, d. h. die 
so gewahlten Partikularlésungen bilden ein F undamentalsystem.*) 

Man erreicht dies am besten, indem man y? (r =1,2,..., 2) 

nach den im 1. Kap., IJ, D auseinandergesetzten Prinzipien auf folgende 


1) Markoff, 1; Pincherle (a. Amaldi), 9. 
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Weise bestimmt'): Es soll im Intervall w = 0 (inkl.) bis x =n (exkl.) 


x“ 


yet) LO) (on + BY, (h=0,1, 1,01) 
sein, worin 
f(a) =a(a—1)...(@—n4+1) 


ist, wahrend «, und f, durch die Gleichungen 
aye = f'(h) (ak + B,) = 
LOD (ayn Te B) = P= —p,", (k=0, i age rome ®) 


bestimmt werden (die zweite Gleichung bewirkt die Stetigkeit der 
Partikularlésung y‘’ im Punkte # = und daher in allen Punkten); 
aus denselben ergibt sich 

(k) AO) 

Be = ” (Ip) ? B= — a at fe ? 

fin) (m—#)f' &) (n—kf'(k) © F(n) 

und diese Bestimmung ist stets méglich, da -f(m)(=n!), f’(k) und 
nm—k von Null verschieden sind. 


&, = — 


Ist y eine Lésung der Gleichung (1), so ist auch o,y°”, worin 
@, ee ,Konstante“ bedeutet, eme Loésung; denn es ist 


ae y) = 0, Py) = 0. 


Sind es yo ) und ye  awei Lésungen der Gleichung (1), so ist auch 
y = yo eine Lésung; denn es ist 


P2492) ~ PO!) + 262) 0 
Daraus folgt, daB, wenn yo s yo ae 

chung (1) sind, neh 

(3) Ye= %Y, + OY, +--+ O,y. 


eine Lésung der Gleichung (1) ist, worin die w, beliebige periodische 
Funktionen von der Periode 1 sind. In der Tat ist 


P(o,y,” + gy tt ony.) 
= 0 Rly ) + @, Ply, es to, Ply) = 0. 
Ist umgekehrt y, eine beliebige Losung der Gleichung (1), so ist, 


(n) * : 
.., y, Loésungen der Glei- 


wenn die Lisungen y™, y®, ..., y\ ein Fundamentalsystem bilden: 
/ 1 2 2 
(4) Me OY, + OY, t+ + On,” 


1) Wallenberg, 6, Nr. 2. 


Il, Fundamentalsysteme. 


Denn aus dem Bestehen der Gleichungen 


folet, da die GréBen Ome Pe 2...) 1 sicher nicht alle gleich Null 


(1), (k) 


eae + ponte 
po y + p! 


er 


sind, daB die Determinante 


Ne ere” Tetn| 
(6) Teter Yn) 
Ve eteet Stay 
sein muB, wahrend nach der Voraussetzung ihre Unterdeverminant: 
DON hea 
7 Og eee 
ONS atta eae 


oi ie hae 
ty? =0 (b=1,2,...,0 


ist. Daraus ergibt sich aber nach dem Satze von Casorati das Be- 
stehen der Relation (4). 
Ist im Intervall 0 (inkl.) bis 1 (exkl.) 


n= 9), 9 = 9,(2), --, = @, (2), 


so lassen sich durch diese Anfangsbedingungen die periodischen Funk- 
tionen w, fiir 0O<«<1 aus den Gleichungen 


4p; (#) + 02 2(2) + + On Pn(#) = 9(%) 
le ea) eget pe ealt 
Ok acai Ree ec pliers ate is ee 


wegen (6) berechnen und sind daher als periodische Funktionen von 
der Periode 1 fiir alle Werte von x bestimmt.’) 

Die Bedeutung des Fundamentalsystems hegt darin, dab jede 
Lésung der Gleichung (1) sich durch die Elemente desselben linear 
ausdriicken lift, so daB in dem Ausdruck 
(3) y, =, y + oy + sy oy”, 


falls man den ,,Konstanten“ , ihre volle Willktirlichkeit laBt, samt- 
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liche Lisungen der Gleichung (1) enthalten sind; der Ausdruck (9) 
heiBt daher die allgemeine Lisung der Gleichung (1): z. B. ist @ ais 
die allgemeine Lésung einer Differenzengleichung erster Ordnung. 


B. Beziehungen zwischen zwei Fundamentalsystemen. 
Sind w und o (k=1, 2,...,) zwei Fundamentalsysteme von 


Lésungen der Gleichung (1), so ist nach dem eben Gesagten einerseits 


k 1 2 (n) 
oe a, Uy + a, uy + 2a SNe Mass (Kael 2 ety 


x 


andererseits 
k (1) (2) (n) A \ 
Y= By, CR rel ee ere eases yeh es 1), 


worin die a, und f,  ,,Konstanten™ bedeuten. Daraus folgt, daB die 


Determinanten | %,,| und |B.,| &=1,2,. .,”) von Null verschieden sind. 
Ist umgekehrt uo (= LS ie oh 5 s ein Fundamentalsystem und 
| |+- 0, so ist auch os ) (k=1,2,...,n) ein Fundamentalsystem. 
Es besteht namlich der allgemeinere Satz: Ist uw? (h= 1, 255:..50) 


1 2 0 
ein Fundamentalsystem und sind v, vo, ..., vi”) (m <n) ears 
homogene Funktionen mit ,,konstanten“ Koeffizienten von irgendwelchen 


m Elementen uw, u, u\” derselben, niimlich 


J 2 m . C 
(7) vo = au + cus Tagen 38 aw, Us ) (¢=1,2,...,m) 
mit der Bedingung |a,. [+0 (¢,r=1,2,...,m), so. bilden auch die 


(Ql) 2 bil mn) 5 
Lisungen v‘ OO oe, ut 8, uw ein Fundamentalsystem.?) 


Pectride namlich eine Gleichung von der Form 


1) (2) (m) je +1) , (n) 
=I, Ov, ie aes eee a Otte Rea i ee 0, 
worin die @,, @),..., @, ,,.Kkonstanten“ bedeuten, die nicht simtlich 


gleich Null sind, so wiirde aus dieser Gleichung, wenn man fiir die 


vo, ..., vs ihre Ausdrticke aus den Gleichungen (7) einsetzt, eine 


homogene lineare Beziehung zwischen den Elementen a Bhi ui 


des gegebenen Fundamentalsystems folgen; es mii®ten daher & 
Koeffizienten dieser Beziehung verschwinden, also 
(8) = o,a, =O (r=1,2,..., m) 


¢=1 


‘) Vgl. L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
pleichuueen (Teubner, Leipzig 1895), 1. Bd., S. 32 ff. 
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und auferdem o,,,,=0,..., @, = 0 sein; die Gleichungen (8) kénnten 
aber nur dann durch nicht verschwindende Werte der @,, a, ..., @ 
befriedigt werden, wenn gegen die Voraussetzung 


len | == 004, r= 1, 2. .., m) 


m 


wire. — Die Bedingung, da diese Determinante nicht verschwindet, 
(m) 


x 


ist tibrigens gleichbedeutend damit, da® zwischen den a Wee) 


keine homogene lineare Beziehung mit ,,konstanten“ Koeffizienten 
stattfindet. 


If. Lineare Differenzengleichung mit gegebenem Fundamental- 
system; Darstellung ihrer Koeffizienten durch die Fundamental- 
losungen. *) 


Die homogene lineare Differenzengleichung 
(1) Pty,) = L Pati PR Ye a “rs + py, — 0) (n.” se 0) 


mége die Fundamentallésungen y™, y, ..., y° besitzen, so daB die 


Determinante 

Oe Oe mee Cy ol 

Y; Y, +1 Y,, oe die 
Cee take os at) 


De ee ler Ft) + 0 


az? 


| (n) (n) (n) | 
Ue U tie ee a1 


ist. Dann ergeben sich aus dem linearen Gleichungssystem 


0) <@ 1) Gad) ) (2) i 
De’ Yy + pe y+ ae), Uosig a Pemy Ua ens by Ory) 


(n—1) 


fiir die Koeffizienten Dp’, O, array 


x 


folgende Ausdriicke: 


2 nN) 
() Diyos Yrs ss Ya 


Dh, 09!) 
worin D, aus D dadurch hervorgeht, daf in D die i + 1" Kolonne 
yo , @=1,2,...,”) durch — pe ((=1, 2,...,) ersetzt wird. 


Wahlt man ein anderes Fundamentalsystem Tha Pa op roe 


ha OFA il Ys 


so ist By 
eG wy + @, yo + ea ae. Ue ona 


x 
worin die «,, ,,.Konstanten“ bedeuten, so dai auch 


: 2 () ee ; 
CO GG ae hE ea 1,2). ) 


1) Bortolotti, 2.; Heymann, 1. u. 2.; Wallenberg, 3. u. 6. 
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wird, und | 5 |+-0 ist. Daher ist nach einem bekannten Determi- 
nantensatze') — 


D (a, Tee ae, ue?) = | i. 


D, (ad al, -,W) | |D, fa a, 4): 
und folglich 

Deu Sey” e Daa nay 

D(u! 1 sal) D(y®, ..., y I 
d. h. die Koeffizienten p'”, pons pee sind von der Wahl des Fun- 


damentalsystems unabhingie. 
Aus (2) ergibt sich insbesondere fiir k = 0: 


Geek eh) 


| J) (1) (1) 
a Mee a gee Yee 
et (2) 
op ees Tee, Lee Yntn—1 | 
Bae te eos ae cre og 8 
(n) (n) (n) | 
ees Uist ues USS ee | 


worin D, = =D(y? Yo Ga wee yo) gesetzt ist, oder 
Dp? = (+ 1)" D 


x+1 } 
d. h. die Determinante D (yu yo ea yg) geniigt als Funktion von « 
der homogenen linearen Differenzengleichung erster Ordnung 


@) an 12D, 


aus welcher formal 


(4) Diaa@ (== Ly" [ [°° *) 


folgt; die peentoree co (+ 0) hangt von der Wahl des Fundamental- 


systems y, y' yO ae yo ab. Ist p eine rationale Funktion von @: 


p = (2 — a,)™ (@ — ay)... (@ — ap)*P 
2 (ac — b,)?2 (a -— b,)P?... (aw — bg)Pa 


so ist nach dem 1. Kap., II, C: 


? 


D, = 0, (— 1)**a" i= (Coe CRW Rt aan ee Be (2 — Gp) | 
x x rea (@ se b,) pee (a fe by) ake ree (a << be) ’ 


1) Baltzer, Determ., 8. 49 (8 6, 1). 

2) Heymann, 1. u. 2.,8.115; wir nennen die Gl. (3) baw. (4) den ,,Heymann- 
schen Sate. 

3) tears AS 
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daraus folgt, daB D, (abgesehen von dem Faktor w,) nur an den 
»Singulaéren* Stellen «—b,—k G@=1,2,...q¢; k=0,1, 2 ...) Ver- 
schwindet. ') 

Als erste Anwendung des Heymannschen Satzes zeigen wir, wie 
man die zweite Fundamentallésung y” einer homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung zweiter Ordnung 

Yo VeYu +1 oF Up Fe 0 


durch die erste yo ausdriicken kann: Aus 


D,= yo ee _ ee =o | | pens. Gl) 
(1) 


folgt nach Division durch yy! ae 
2 ea 
TEAS ae 


also 
; Tr 2) 
(2) re (1) as EE Se : 
i= ou, > Ye Yer 1 
Als zweite Anwendung der Relation (3) bzw. (41) geben wir eine 
neue Ableitung des Gau/schen Multiplikationstheorems fiir die Gamma- 


funktion:*) 
Wir gehen von der Differenzengleichung 


x 
Yrin ae oy. Le 0 
aus: dieselbe geht durch die Substitution v= nz, y,,—u, tiber in 


U4 — 2U, = 95 


ihre Lésungen haben daher die Gestalt 
ee 


Y,= oT (>), ) 


worin @, eine periodische Funktion von z= -—- mit der Periode 1, 


also eine periodische Funktion von x mit der Periode » ist. Wir 
erhalten so » Fundamentallésungen 


@_ O-(# 7 
f= e, r(=), (med 2 ans 1) 5 


worin die «” periodische Funktionen von der Periode n bedeuten, 
az 


1) W. 2) Wallenberg, 2.5 S. 56. 

3) GauB, 1., Art. 26, Heymann, 2., S. 115ff.! Wallenberg, 6., Nr. 3; die 
sonstige Literatur siehe bei Nielsen, 3., 8. 18. 

BY ales LEH. IL Oe 


x 
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zwischen denen keine lineare Relation mit ,konstanten“ Koeffizienten 
besteht (z. B. oo =e, worin die «, die Wurzeln der Gleichung «" = 1 
sind). Dann ist 


n—1 
a + hy | (i) x +k x+k 
Se eee lewd ttre (Ala glee: fire ) 
k=0 k=0 
ad 2, tt gh es Ol! nL) 


andrerseits ist nach dem Heymannschen Satze 
i Bg 
EC agree 


also 


DE aah, ar ea 


worin #, eine periodische Funktion von der Periode 1 ist. Durch 
Vergleichung der beiden Ausdriicke fiir D, folgt, wenn noch 7 = nz 
gesetzt wird, mit Riicksicht darauf, daB (—1)”—""* sowie «,, und B,. 
periodische Funktionen von z mit der Periode 1 sind: 


n—-1 
i} iF (2 + “) = y,n—-"*T (nz), 


worin y, eine periodische Funktion von der Periode 1 ist. Man kann 
nun nicht wie bei Differentialgleichungen die ,,Konstante“ y, dadurch 
bestimmen, daf man in der obigen Relation fiir z irgend einen festen 


NZ 


Wert, z. B. = einsetzt, weil dadurch nur y (=) bestimmt wird; wir 


mitissen vielmehr die Auseinandersetzungen des ersten Kapitels (II, C) 
zi Rate ziehen. 

Wir setzen, um y, zu bestimmen, ¢-+ w an Stelle von 2, worin u 
ene ganze Zahl ist, und dividieren die zuletzt gefundene Relation 
beiderseits durch »~1(nw)!u"*—*; dann erhalten wir, da Ven = Ye ISU: 


(w!)” SE (24 oe a a «) yee Piles 1) 


ae nz—1 (mu)! nrlt (nw)! nr2-t Pes Saks 


-Nun ist nach der bekannten Stirlingschen Formel*) 


p!=V2xppre?(1 + ¢,), lim fet: 
p=n 


also 


(u)” __ x) ? 
7 ae “__(1+46,), lim 6,= 0; 


1) “Stirling, 1., 5. 135; vgl. z.B. Mielsen, 1., 8. 92. 
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daher wird unsere Gleichung nach Multiplikation mit n”" 
Ges ea ets 
nh Qn dy a k Cine 
; ; a ” T(z sey +p) = 7, uae 
Quien? a- eee (nw)! (mw)"? 


Jetzt lassen wir uw unendlich groB werden und beriicksichtigen 
die Grenzbedingung?) 


Danach ist 


Tine + nw) ae 
’ 


(tL =00 (mu)! (nw)” Pa 


ttt) +e) Si ee ee 


A St — 


(=00 (w!)” u 2 0 


lim 
fg (te 


Tt 


und zwar fiir jedes z; folglich, da lim 0, = 0 ist, 


fe =o 


1 
y,— (2a)? n* (von zg ganz unabhingig), 
und daher 


al T(z + =) a2 BE yt T (nz). 


Das ist das Gaufsche Theorem; fiir z= “ folet die Muler sche 
Relation *) 


Unser Beweis benutzt weder den Hulerschen Integralausdruck 
noch den Huler-Gaufschen Produktausdruck fiir die Gammafunktion®), 
sondern lediglich ihre Higenschaft, der linearen Differenzengleichung 
Yeu = CY, 2a geniigen, zusammen mit der bereits bei Gawf*) impli- 
zite enthaltenen Grenzbedingung von Weierstrass. 

Aus unseren obigen Auseinandersetzungen geht hervor, daB die 


Koeffizienten der Differenzengleichung (1) durch die Elemente eines 
beliebigen Fundamentalsystems y y.”, a yo eindeutig bestimmt 


a 


sind, falls der Koeffizient von y,,,, gleich 1 genommen wird. Nun 
én . : G1) (2) (”) Of Z ; . 
gentigen aber die Funktionen y,’,y,",...,y, offenbar der homogenen 


linearen Differenzengleichung’) 


1) 1. Kap. I, C,°Gl. (14). 2) Huler, 3. Bivily Weer, Uy Mr 
4) GauB, 1., Art. 22, Gl. [47]. by Vel, 2. Kap; Il. A, Gl. (5). 
4 
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(1) (n) 
y, Y., Bee Y, 
@: <2 ye 
D Cee tty yO) = | Mae Yn +4 Tent 0) 


(1) (2) 
ere Ue es a ae 


von der sie ein Fundamentalsystem von Lésungen konstituieren. 
Daher mui P(y,) mit D (y,, The oe, yn”) bis auf einen Faktor itiber- 
einstimmen, der sich aus der Vergleichung der Koeffizienten von y, , 
gleich (— 1)" D(y,”, y”, soe y.”) ergibt; es ist also 


Digs Ye 
D) Piy,) = (—-1"—— = 
( ) (y.) ( D(y®, y®, ba y ) ’ 
ae © »@ Goleta. Verte ee 
und ftir die Koeffizienten p,’, p.’,.-., p, ergeben sich die Aus 


driicke 
aD (ve, yy ---s 9) 


OYe+k 4 


Dp? =(—19 


die nattirlich mit den Ausdriicken (2) iibereinstimmen. 

Ist Q(y,) = 0 irgend eine homogene lineare Differenzengleichung 
n* Ordnung, welche ebenfalis die Lésungen y”, yo, oon yo besitzt, 
so muf nach unseren Auseinandersetzungen identisch 


OYn) = Ie P Yz) 


sei, wo g, nur von # abhingt. Besitzt daher die Gleichung Q(y,) =0 


1) 2) Bae 
eine von den y\ Z Goiss ye linear unabhingige Lésung 7,, so 


folgt aus ii 
| OM) = de P(n,) = 9, 


da P(m,) + 0 ist, da® g,— 0 sein muB; also: 

Die linke Seite einer homogenen linearen Differenzengleichung 
n'” Ordnung, welche mehr als n linear unabhdngige Lisungen besitet, 
ast identisch gleich Null. 


IV. Gemeinsame Lésungen homogener linearer Differenzen- 
gleichungen; Resultante; Kettenbruchverfahren. 


Die Frage nach den gemeinschaftlichen Lisungen zweier alge- 
braischer Gleichungen oder nach den gemeinschaftlichen Integralen 
zweier homogener linearer Differentialgleichungen findet ihr Analogon 
in der Frage, wann zwei homogene lineare Differenzengleichungen 
gemeinsame Loésungen besitzen. 


IV. Gemeinsame Lisungen; Resultante; Kettenbruchyerfahren, 51 
Es seien also zwei homogene lineare Differenzengleichungen 
1) PY.) = P( Pay Ys) = Pe Varmt Pe Verma to + py, = 0, 
(2) Qs) = 0 Ges Ye) = G2 Yorn + Ue Yern-r to + a y= 0 


vorgelegt, und zwar mége m—n=v => 0 sein; ferner seien 


@) @) . ) 


(2) (m) n 
en rey ound ye ey Oe 


je ein Fundamentalsystem von Lisungen der Gleichungen (1) baw. (2). 
Dann ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die 
Gleichungen (1) und (2) eine gemeinsame Lisung besitzen, das iden- 
tische Verschwinden der Determinante 


(1) (m) (1) n 
Y, om ke Yy,. “ie eee 0” 
(1) (m) (1) (2) 
S= Yor Pes Nee +4 elon a 
(1) SNe (1) (») 
| eae aha set U Ba Sete Wie ee re Lipson Meek 


Nach dem Satze von Casorati ist namlich das Verschwinden dieser 
Determinante die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das 
Bestehen einer Relation 

(3) A eee ite Be = 9; 

worin die « und £ ,Konstanten“ bedeuten. Und da weder alle « 
noch alle 6 gleich Null sein kénnen, weil sonst die y oder 1 kein 
Fundamentalsystem bilden wiirden, so ist alsdann eine Lésung von (1) 
gleich einer solchen von (2).*) 

Die Determinante S ist vollstindig analog dem in der Algebra 
vorkommenden Produkt simtlicher Differenzen zwischen den Wurzeln 
der einen und der anderen der beiden algebraischen Gleichungen und 
zeigt ebenso evident wie dieses durch ihr Verschwinden das Vorhanden- 
sein gemeinsamer Lésungen an. Wie in der Algebra streben wir aber 
auch hier nach einer Bedingung, die sich nicht in den Loswngen, son- 
dern in den Koeffizienten der vorgelegten Gleichungen ausdriickt; 
diese erhalten wir z. B. auf folgende Weise”): Da jede Lisung von (2) 
in der Form 

one + on? +-+-+ one. 


darstellbar ist, so mitissen sich, wenn die Gleichung (1) durch eine 


1) W.; vgl. Heffter, Zur Theorie der Resultanten zweier h. 1. Differential- 
gleichungen, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 3, 124—131. 
2) Wallenberg, 4., S. 214ff.; vgl. Schlesinger, Handbuch der Theorie der 


lin. Differentialgleichungen, Bd. I, 42ff. u. Stephansen, 2. 
4* 
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Lésung von (2) befriedigt werden soll, die ,,Konstanten“ @,,..., @ 
so bestimmen lassen, dah 


Plage eo oho) Ph epee 
ist; d. h. die » Funktionen P(x’) (k=1,2,...,) diirfen nicht linear 
unabhangig sein; die Bedingung dafiir ist nach dem Casoratischen 


Satze das identische Verschwinden der Determinante dieser Funktionen; 
es mu also 


P(p 


0) 
et+k—-1? Un+n—1 


p= 0 (G,-hee 12 x75 Mb) 


sein. Nun kann man aber, wenn 7, eine Lésung der Differenzen- 
gleichung (2) ist, %,4.) Nrinz1) >» mittels dieser Gleichung sukzes- 
sive linear homogen durch 9,, %,44, --+) Nze4n—1 ausdriicken, mit 


. ; ; ; 0 a ; : 
Koeffizienten, die sich aus den q: : qd, ie que und ihren sukzessiven 
Werten rational zusammensetzen; daher ist 


fs al” y (7) gf"? 
ECD Hho.) Laing i A, UE ae pe x ie Netn—19 


bh: Te ae) 


worn die Iunktionen ae (s=0,1,...,~—1) sich aus den Koeffi- 
zienten der Gleichungen (1) und (2) und ihren sukzessiven Werten 
rational zusammensetzen. Folglich ist nach dem Multiplikationssatze 
der Determinanten’): 
; Scpuahtan” fp, See Ole wd 
CURA reel Say mb een ean oe 
t, k= 1, 2, on 


und da als Determinante eines I'undamentalsystems 


Mie Sead 0) 

isi, so ergibt sich zunidchst als notwendige Bedingung fir die Existenz 
gemeinsamer een eS Gleichungen (1) und (2): 

(5) R=|al =0 (7,s=0,1,...,n—1). 

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend; denn aus R =O folgt 
nach (4) 

i | (2) ra ¢ 
| se Salles es nee [=0, @h=1,2,...,m), 


und hieraus nach dem Satze von Casorati: 
o, P(y,”) +--+ 0, P(nz?) = Ploy? +--+ + 0, 0{?) = 0; 


das heift aber, die Gleichung (1) wird durch eine Lisung der Glei- 
chung (2) befriedigt. — Die Determinante R kann daher mit Fug 


« 


1) Baltzer, 1. ¢. 
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und Recht als Resultante der Gleichungen (1) und (2) bezeichnet 
werden. ') 

Wir kénnen jedoch auf die Differenzengleichungen (1) und (2) 
auch ein Verfahren anwenden, welches dem Euklidischen Kettenbruch- 
verfahren zur Aufsuchung des griéften gemeinsamen Teilers zweier 
Zahlen bzw. zweier Polynome analog ist.”) Dieses Verfahren hat den 
Vorzug, dab es sogleich sémtliche gemeinsamen Lésungen der Glei- 
chungen (1) und (2) liefert: Zu diesem Zwecke bilden wir zuniichst 
den Ausdruck 


(6) P(p,, y,) — 19 QOGr.0 Yer, V=m—n), 


(to 
x 


so, daB darin der Koeffizient von y, , ,, verschwindet 
, p 
(cs ergibt sich 1°) = 07 
Vee sp) 

Differenzenausdruck (m—1)** Ordnung darstellt; ebenso kann man 
Ga) 


und bestimmen 7 


y soda dann (6) einen homogenen linearen 


ferner eine Funktion r** so bestimmen, daB 


SAG Y, ise ee Ofer: Yee) rae ne AIC pecans pcenNen) 
nur von der m— 2" Ordnung ist; fahrt man so fort, so ist, wenn 
zur Abktirzung Q(q,, Y,) = Q, gesetzt wird, bei geeigneter Wahl der 


Funktionen rs, poe & 


(1) in der Form 


(7) P(y,) - noe OA) =f rai Oe Are Sey Sir Pe Q, oF Q1 (y,) 


- eRe die linke Seite der Differenzengleichung 


darstellbar, worin Q, (y,,) emen homogenen linearen Differenzenausdruck 
héchstens (n — 1)" Ordnung bedeutet, dessen Koeffizienten sich ebenso 


(to) a) piv) 
; 2“ 


° . ° 7 rs k k 
wae die Vunktionen 7°", 77", ..., aus den Koeffizienten ps ) qe” 


x 


A k A 
und den sukzessiven Werten der q rational zusammensetzen. Setzt 
man noch 


= 1p (a) (Ly) 
Fy Ye) a rf Ya ry Ve Yor y—1 FICHE? Hin vy 055 


so lift sich, wenn man F, als Operationssymbol auffaBt, die Gleichung (7) 
nach Unterdriickung des Argumentes y, kurz in der Form schreiben: 


(8) P= R,(Q) Se Q- 


Aus dieser Gleichung folgt, daB etwa vorhandene gemeinsame Lisungen 


1) Der tiefere Grund fiir die Darstellbarkeit der Resultante als rationale 
Funktion der Koeffizienten ps, q und ihrer sukzessiven Werte wird sich spiter 


aus dem Analogon des Appelischen Satzes (4. Kap., I) ergeben. 
2) Pincherle, 6. u. 9.; Mansion, 1.; Guldberg, 5. 
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von (1) und (2) auch der Gleichung @,(y,) =0 gentigen miissen. 
Bildet man nun weiter in derselben Weise 


| Q = R,(Q) = Qe, 
) ee ene re 


Q,-1 a Rey (Q,) a O34) 
und ist », die Ordnungszahl des Differenzausdruckes @,, so ist 
Mee Ne iat een 


und es muf daher w, spiatestens fiir / = »,+ 1 verschwinden. Ist 
N,4,=0, n,+ 0, so ist entweder Q,,, von der Form q,y, oder, falls 
Gz = 9 ist, Q,,, identisch gleich Null. Im ersten Falle haben die Diffe- 
renzengleichungen (1) und (2) nur die triviale Lésung y,—= 0 gemein- 
sam; wir sagen dann: sie haben kee gemeinsame Losung; im letzteren 
Falle dagegen werden die stmtlichen gemeinsamen Losungen der Glei- 
chungen (1) und (2) durch die Lisungen der Gleichung 


(10) Q5(Y,.) = 9 

gegeben. Die Koeffizienten dieser Gleichung setzen sich, wie aus dem 
Algorithmus (9) hervorgeht, aus den Koeffizienten der Gleichungen (1) 
und (2) und deren sukzessiven Werten rational zusammen; sind also 
die letzteren insbesondere rationale Funktionen von x, so gilt dies 
auch von den Koeffizienten der Gleichung (10). — Haben z. B. die 
Gleichungen P(y,) = 0 und Q(y,,) = 0 nur eine (von Null verschiedene) 
Lésung*) gemeinsam, so ist @,(y,) = 0 eine homogene lineare Diffe- 
renzengleichung erster Ordnung; die gemeinsame Lésung kann also 
durch ,,Quadratur“*) gefunden werden. 


VY. Zusammensetzung homogener linearer Differenzenausdriicke; 
symbolisches Produkt derselben. *) 


Als besonders wichtiger Fall ist der hervorzuheben, wo alle 
Lésungen der Gleichung (2) auch der Gleichung (1) gentigen; in 
diesem Falle miissen infolge von (8) siimtliche (also jedenfalls » linear 
unabhingige) Lisungen von (2) auch die Gleichung Q,(y,) = 0 be- 
friedigen, und da diese héchstens von der (#—1)'*® Ordnung ist, so 
miissen nach dem SchluBsatze von Nr. HI die Koeffizienten von Q, (y,) 
identisch verschwinden, a. h. es mu8 


P= R,(Q) 


1) Lésungen, die sich nur durch eine ,,Konstante‘ unterscheiden, werden 
dabei nicht als. voneinander verschieden angesehen. 
- 2) Vgl. 1. Kap. Il; C. 3) Pincherle (u. Amaldi), 9. 
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sein. Indem wir die Klammer (und den Index 1) unterdriicken, kénnen 
wir diese Gleichung ktirzer schreiben: 


und wir sagen: Der Differenzenausdruck P(y,) ist aus den Differenzen- 
ausdriicken Q(y,) und Ry.) in dieser bestimmten Reihenfolge zusammen- 
gesetat; d.h. er geht aus R(y,) dadurch hervor, daB man darin y, 
durch den Differenzenausdruck Q(y,) ersetzt, ade: dadurch, daB man 
auf Q(y,) die durch das Symbol R derees ile Beevinn ausiibt. 
Wir haben also den 

Satz: Die linke Seite einer homogenen linearen Differenzengleichung 
Piy,) =9, die durch alle Lisungen einer homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung Q(Y,) = 0 befriedigt wird, lapt sich aus Q(y,) und aus 
einem durch P und .Q eindeutig bestimmten Differenzenausdruck R, 
dessen Ordnung gleich der Differenz der Ordnungszahlen von P und 0 
ist, zusammensetzen ; ne Koeffizienten von R sind eG Se ails 


der Koeffizienten pi ‘ ae und der sukgessiven Werte der Qe , also ins- 


besondere rationale Funktionen von x, wenn die Koeffizienten p und qc” 
rationale Funktionen von x sind. 

Ist umgekehrt ein Differenzenausdruck P aus den beiden Diffe- 
renzenausdriicken @ und [ zusammengesetzt, besteht also die Glei- 
chung (11), so ist die Ordnungszahl von P gleich der Summe der 
Ordnungszahlen von Q und /, und die Differenzengleichung P(y,,) = 0 
wird durch alle Losungen von Q(y,) =O befriedigt. Ferner sieht 
man ohne weiteres, daB der Koeffizient von y, in P gleich dem 
Produkt der Koeffizienten von y, in Q und fi ist: 

pm arg, (m=n+), 
und zwar kénnen die Koeffizienten rhe und pe von Null verschieden 
vorausgesetzt werden, falls nicht @ oder f identisch verschwindet, da 
sich sonst Q und & auf Differenzenausdriicke niedrigerer Ordnung 
reduzieren'); daher ist auch p+ 0. Den Ausdruck P= Qf nennt 


man das (symbolische) Produkt der Ausdriicke @ und Lt; dieser Be- 
griff lift sich sofort auf mehrere Differenzenausdrticke ausdehnen, z. B. 


Rial SRO: 


und auch fiir einen solchen Ausdruck gilt der eben ausgesprochene 
Satz tiber die Koeffizienten von y,. 

Fiir das symbolische Produkt linearer Differenzenausdriicke gilt 
ferner offenbar das assoziative und das distributive Gesetz, d. h. es ist 


Di Velo. Kap. I, 
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(12) (SR)Q = S(RQ) = SRQ 
(13) (St R)Q=SQ+RQ, OSL) = OS+ QR; 


dagegen gilt im -allgemeinen nicht das kommutative Gesetz, d. h. es ist 
im allgemeinen 
PQ+ QP.) 


Da der Koeffizient von y, in einem zusammengesetzten Differenzen- 
ausdruck gleich dem Produkt aus den Koeffizienten von y, in den 
(symbolischen) Faktoren ist, so erhiilt man nach dem oben Gesagten 
durch Zusammensetzung mehrerer nicht identisch verschwindender 
Differenzenausdriicke wieder einen nicht identisch verschwindenden 
Differenzenausdruck. Wenn also das (symbolische) Produkt mehrerer 
Differenzenausdriicke identisch Null ist, so muB emer semer Faktoren 
identisch gleich Null sein. Wenn z. B. 


P=SRKY 
identisch verschwindet und es sind Q@ und S nicht identisch gleich 
Null, so mu fF identisch gleich Null sein. Aus 
SQ=RQ@ oder OS= QR, 
d. h. nach (13) aus 
(S—R)Q=0 oder Q(S—R)=0 
folet daher, wenn @ + 0 ist, notwendig S= KR. 


VI. Der groBte gemeinsame Teiler’) und das kleinste Vielfache*) 
zweier homogener linearer Differenzenausdriicke. 


Wenn zwei homogene lineare Differenzengleichungen 


(1) PY,)=0 und (2) Q@,)=0 


gemeinsame Lésungen besitzen, so konnten wir durch das Kettenbruch- 
verfahren einen homogenen linearen Differenzenausdruck T(y,) her- 
stellen, dessen Koeffizienten sich aus denen von (1) und (2) und deren 
sukzessiven Werten rational zusammensetzen und der, gleich Null ge- 
setzt, die sdmtlichen gemeinsamen Lésungen von (1) und (2) und nur 
diese liefert (vgl. Nr. IV). Ferner kénnen wir, da alle Lésungen von 
T(y,,) = 0 sowohl die Gleichung (1) als auch die Gleichung (2) be- 


DP Viole Coe Kec a Ving Cie 
2) Pincherle, 6. u. 9.; Mansion, 1.; Guldberg, 5.; W. 
3) Guldberg, 10.; W. Vel. Stephansen, 2. 
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friedigen, nach den Auseinandersetzungen in Nr. V die Differenzen- 
ausdriicke P und Q in der symbolischen Form von Produkten 


(14) Pe tRTecQ 87! 


schreiben, worin R und S homogene lineare Differenzenausdriicke be- 
deuten, deren Koeffizienten sich ebenfalls aus denen von P und Q 
und deren sukzessiven Werten rational zusammensetzen. Ist m die 
Ordnungszahl von P, n die von @(m>n) und 4 die von 7 (1<n), 
so ist R von der Ordnung m—A und S von der Ordnung n—2. Die 
Ordnung 2 von 7’ gibt die Anzahl] der linear unabhingigen Lisungen 
an, welche die Gleichungen (1) und (2) gemeinsam haben; daher sind 
die Ausdriicke R und S nicht weiter in der symbolischen Form 
R=LU, S=MU zerlegbar, worin U einen homogenen linearen 
Differenzenausdruck uw" Ordnung (wu > 0) bedeutet, da sonst nach 
(12) aus 
P=(LU)T=L(UT), Q=(MU)T=U(UT) 


folgen wiirde, da die Gleichungen (1) und (2) 4+ w linear unab- 
hingige Loésungen gemeinsam hiatten. Wir kdnnen daher den Aus- 
druck T als den gripten gemeinsamen (symbolischen) Teiler von P 
und Q bezerchnen. 

Aber auch der Begriff des /leinsten gemeinsamen Vielfachen findet 
sein Analogon in der Theorie der homogenen linearen Differenzen- 
ausdriicke. In der Tat laBt sich durch rationale Prozesse eine (bis 
auf einen Faktor in x) eindeutig bestimmte homogene lineare Diffe- 
renzengleichung niedrigster Ordnung herstellen, welche sowohl durch 
die Lésungen yon (1) als auch diejenigen von (2) befriedigt wird. 
Hs sei 


(15) Vy.) = 0 
diese Differenzengleichung; dann mu nach Nr. V: 
(16) V=AP— BQ 


sein, worin auch A und B homogene lineare Differenzenausdriicke 
-bedeuten. Wir nehmen nun zuniichst an, da die Gleichungen (1) 
und (2) keine gemeinsamen Lésungen, d. h. die Ausdriicke P und 
keinen gemeinsamen Teiler besitzen; dann wird die Gleichung (15) 
jedenfalls durch die Lésungen von (1) und (2): 

(17) pio Ne Da 

befriedigt, und diese sind linear unabhingig, da aus dem Bestehen 
einer Relation (3) (Nr. IV) die Gleichheit zweier Lésungen von (1) 
und (2) folgen wiirde, entgegen unserer Annahme. Da nun V(y,) = 0 
die Gleichung niedrigster Ordnung sein soll, welche durch die Losungen 
von (1) und (2) befriedigt wird, so darf die Gleichung (15) auch 
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keine weiteren von den Lésungen (17) linear wnabhdngigen Losungen 
besitzen; diese bilden daher ein Fundamentalsystem der Gleichung (15); 
daraus folgt, daB der Differenzenausdruck V(y,) genau von der Ord- 
nung m + m ist. 

Wenn dagegen P und Q den grdéften gemeinsamen Teiler 7’ von 
der Ordnung 4 besitzen, also nach (14) 


1 OR Te aa 


ist, so haben die Ausdriicke # von der Ordnung m— 4 und S von 
der Ordnung »—A keinen gemeinsamen Teiler mehr; ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfache 


U=AR=BS 


ist daher nach dem Vorangehenden von der Ordnung m—A+”—A 
=mtin—2da. 

Wir behaupten nun, dab V = UT das kleinste Vielfache der Aus- 
driicke P und @ ist; in der Tat ist nach (12): 


V = UT =(AR)T = A(RT) = AP, 
V = UT =(BS)T = B(ST) = BQ; 


ferner ist V von der Ordnung (m+n—24)+4=m+n—A, und 
da8 V nicht von kleinerer Ordnung sein kann, wird dhnlich wie oben 
bewiesen. 

Wenn also zwei homogene lineare Differenzenausdriicke von der 
Ordnung m bzw. n keinen gemeinsamen Teiler besitzen, so ist ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfache von der Ordnung m+n; besitzen sie dagegen 
den gropten gemeinsamen Teiler von der Ordnung 1, so ist thr kleinstes 
Vielfache von der Ordnung m+n — d. 

Wir schreiten nun zur wirklichen Herstellung des kleinsten Viel- 
fachen der beiden Differenzenausdriicke P und Y, die wir nach den 
vorhergehenden Auseinandersetzungen ohne gemeinsamen Teiler voraus- 
setzen diirfen, da die Abtrennung eines solchen etwaigen Teilers nach 
dem Kettenbruchverfahren durch rationale Prozesse gesehehen kann. 
Zu diesem Zwecke benutzen wir die Relation 


(Gye V = AP = £0. 
worin die zu suchenden Differenzenausdriicke A und B von der Ord- 


nung » bzw. m sind: 


ae Yn 4, Yon hee = ples 5 PEP ox piss (a a.” +0), 


x Vor ans PMCs ite 


Bet yt Or Ste PLE Ue Ve ck On tees. te Oy 


Wenn wir uns auch P und Q nach aufsteigenden sukzessiven Werten 
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von y, geordnet denken, so ist: 


eed (m) (nr) @r n= m 
MEP a om Y,, + (as Doe nce 9 Oe) Yeah +a pO y 


et+ne Vie Barsg 


BQ Oe gy + Og eg Vy, te $3. 


q., +m Y tea. 


Durch nee der ee enten NOR, Yori ee 


y 
? xtm+n 


(m)__ (n) (m) 7 (m) 
Pp x Loe rs ils b. if 
(m—1) a (m) =) Ga) Ca) (n) (m — 1) 
P, + peas x SUES = ae oe ? 


(18) 
: (0) a A) (0) (1) (1) 7) 
SED +p. a x A a as oF don0, ’ 


(0) (0) ere (0) (0). 
Pen a, “ie U pares ae 


Dies sind m+m”+ 1 homogene lineare Gleichungen fiir die m+n-+ 2 
(0 d i. b (0) b (m) 
au i. 


‘ bates , deren Verhiltnisse sich 
a, x 


Unbekannten a, 
hieraus Soe berechnen lassen; dieselben sind rationale Funk- 
tionen der Koeffizienten p,, g, und ihrer sukzessiven Werte. 

Aus dem Gleichungssystem (18) ergibt sich noch eine neue Form 
der Bedingung fiir die Existenz gemeinsamer Losungen der Gleichungen 
(1) und (2), d.h. fiir die Existenz eines gemeinsamen Teilers der Aus- 
driicke P und @; dieselbe ist nimlich, wie wir gesehen haben, gleich- 
bedeutend damit, da die Ordnungszahl des eee gemeinsamen 
Vielfachen kleiner als m-+m wird. Ist aber a © und daher 


wegen ape =+- 0° auch be = 0, so stellt das System (18) m+ homo- 


. . a . 1 (n 
gene lineare Gleichungen fiir die m+» Unbekanuten as ae ae, 


nes ..., 0 dar, die nicht simtlich verschwinden diirfen, da sonst J” 
identisch Null wire. Es mu8 also die Determinante 


eee eg OO. 

| (m —1) (m) (nm — 1) (n) 

2. ie eNOS» q, eta Uno leg 
| 

| (0) (9) | 

| O i) Dire t50 0 Oss a as an | 


sein; dies ist die gesuchte Bedingung, die natiirlich mit /i =O (Nr. LV, 
Gl. (5)) tibereinstimmen mu. : 
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1. Beispiel (W.). 
Ply,) = Pa Yous oe + poy, =0, 
Oy.) = 914, -— Wy, =9, (a? +0). 


Es sei 7, eine Lésung von Q(y,) = 0 


1 Dy, carte 
q qt tm ds? 

Vesta OO lere (lg He. yy lec leu qo, © Nex} 
Lee | Ye +1 Ge 41 Ie 


(0) (1) (2) (0) qo) te (1) dy (2) 
P(y,) = — Pe Upecraps 1p, eects b. Le a (»: q q@, Ps AO Pp, Yee 


qe e+ 
Die Resultante Rh = | @,, | besteht hier aus dem einzigen Gliede 
A,3 eS ist also: 


1 1) () 1) (0) 


(0) ¢ ( (2) (0) 
R= Tay W (Pe Me Geert Pe Ge Gans + Pe Ge ees) 


Die Bedingung fiir eine gemeinsame Loésung ist R=O, oder, da 


gq.” a. Q: 


Bede Gir tPe q: fg + De 7 Ga Ge ee 0 


Zweite Form der Bedingung: Das kleinste Vielfache von P und 
Q sei V= AP= BQ, worn 
A(Y,) = a Y, = as Ya 41 ? Biy,) oe by, =f be yess =f bw Yo+2 ‘, 
AP = apy + (ap + ap” Jy... 


(0) 
+ (a, py + af ae Yn49 0 by Bois 
BQ=—b%q™ ae (0 ¢0 — be (1) Rare 


Vn 41 


(1), (0) » (0) ) 7, (0) , 0) 
a0 ( BRE se G1) Yeig FO G2 494 43° 


Durch Vergleichung der Koeffizienten von y,, ¥,41, Y, ane Se pieee 
gibt sich: | 


ee a SyEy, @ b es 
Ge tO dee Gy le a nab, 
: »® a it po a is gh ib es g! o Oe 
ss pa = 1, 0. 
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Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die vier Verhiltnisse 
0 © 9 gl 
a0? gO? GO? 4O berechnen; die Bedingung fiir eine gemeinsame 


Lésung war a” = bp — Oe debe 


ec ie =0, 
Oe) (4) 1) 
DP. a, a VP bs = 0, 
(0), (1) 0 (al 
jee ear eit 
also 
| (2) (1) 
| Dp: q, 0 
(1) (0) 1 
Pie ods qe), | =9, 
(0) (0) 
P;, 0 ie UP to 


oder 5 Sante 


Ped 0 EP a FP ae a = 0. 


Diese Bedingung stimmt in der Tat mit der oben gefundenen iiberein. 


Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit po = gq? =] 


voraussetzen; dann lautet die Bedingung fiir eine gemeinsame Lésung 
der beiden Differenzengleichungen 


PY,) = Yo42 + Ps Your + Ps Yo=—9, QYe) = You1 — Ie Yo = 0: 
p? Sen 9? (p a g :) 
In der Tat wird, wenn 
Pe) = 4p 42 FP Yerr — Oe (Dy? + aS) Ue 


Pe BO 


ist: 
Ry) = Yee, + (We? + 9071) Ye 


Ae cerita 
P (Par Yo) = Vora + Ps Yous + Pe Y2 = 9; 
Q (der Ye) =Yers te Yost t+ Ge Ye = 9 
n, Losung von Q(q_,Y,)=0: tess = — Ye Nea — de Ye 


1) Vgl. Stephansen, 2. 
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2 a2 (i 
P(e te) = (pO = a2 ne + (BO = a) tear =P te + ES Megs 
dG Dray) Ne 41) = ce, dg PS a (@..— Cea Bes aie : 


Die Resultante ist hier also 


| d! (2) d (1) | 
R= 
g ) 7 (1) (2) (1) 7) 
er G Cm ean! Bae 


und f} = 0 die Bedingung fiir eme gemeinsame Lésung. 
Das kleinste Vielfache von P und @ sei wieder V= AP= BY, 


worn 

A(y,) Sao y,+ay s +O Ynys) BY) = OL Yet OL Yous + OL Yoras 
AP =o py S (an? fe a. py) sce 

ae (a tap + 2,2) jee (a +a! py Vy roi oes 
BOS, : Ye, ap (0. 9.” F ob” Gg) a4 


+ (0! (2) are gq +o G5) Paegck (oy fee! Ge) Vers toy 


r+4° 


Durch Vergleichung der Koeffizienten von y,, Y,415 Yoo. Yous 
Y,,4 erhilt man fiinf homogene lneare Gleichungen fiir die sechs 


GrdBen A) a, a”, bes oo ne 


deren Verhiltnisse daraus  be- 
rechnet werden kiénnen. Die Bedingung fiir eine gemeinsame Lisung 


ist wieder a” = = OS = 0, algo: 


e # a oe 
Ue Gas ga Bare Gee, Bas 
TED te cape aha 
a », 


woraus 
| 2) (2) 
ene OL a. <aC 


Li NG) aye (ee) 
es pact Ve Ca 


b> 
Il 
So 


(1) q) 
1 E. at 1 qe ap 


0 1 0 a4 
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folgt; durch Subtraktion der dritten von der ersten, der vierten von 


der zweiten Kolonne ergibt sich: 


| a® 


a” 


0) 
d (2) 


e+ 


d ie) 


wx+1 


0 


SAG 


(2) (1) 5) 
d, +1 a qe ad 


0 


(2) 
Pies EL 
(1) 
1 qd, +1 | 


Orem ait 


2 
(ise 


1 
qo 


(1) 
oe Le 1 


+1 


0 


(rhe ae ati 
=|a a®, @ 
Os aba 
oe | | q® 
Qe is | a” 
Pa Eee 


(2) 


(1) 


d (2) 


e+1 


page! 


— 9a 


xa+1 
1) d (1) 


fy a+ 
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Drittes Kapitel. 
Formale Theorien. 2. Teil. 


J. Reduktion der Ordnung einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung bei Kenntnis einiger partikulirer Losungen. *) 


Hs sei eine homogene lineare Differenzengleichung 
(1) PY) = res pe. Yx + ps fae, See Yui? ae aR 
pe OP ee, p= Os (a +0), 


vorgelegt und eine yon Null verschiedene Partikularlésung derselben, 
1 1 : : 
ys _ ne ’ bekannt. Nun ist, wenn man die Formel?) 


Bn p = yt hhe, 4 ue aN ree eat im ee, 
beriicksichtigt: 


P(Ng2_) = Pe Yix@e + Px Nv 41 a+ O2,) + Dy Mn 49 Ee t2Az,+0%%,)+~ 
Sak Ea CPN pee ey Aer) 

oder 

(2) P(1,4,) *F P(1,) & + a (n,)Az2, +P Py (y,) A°2, sh pay = pte aN: 


worln 
(3) Pin) == (, EES mae te (ten ek, Net htt a ee = age 2 
(hse T Oe uytie) 


ist, Setzt man daher in (1) y, = 7z,, so resultiert, da a ee 0 
ist, fiir z, die Gleichung: 


P(ne#,) =P, (nz) Ae, + Py(ng) Ate, +--+ Men d"%, = 


1) Tardy, 1.; Guldberg, 1., 3., 11.; Wallenberg, 6., Nr. 1. 


2) Vel. 1. Kap., I. 3) es tad: eee zi stg . 
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oder, wenn man Az, =uwu,, dh. z, = Du, setzt und die Formel 
Atu, = (—1Fu, :) pis. fool 


beriicksichtigt, fiir uw, die homogene lineare Differenzengleichung 
(mn ~— 1)** Ordnung: | 


(4) OC = 9." U,, + Ou Cig eee tga Use e =O), 
Darin ist 
eo? son ees (+ 0) 
und . 
te oar, Jig (n,’) — P, (y ©) + rs (n, 2) Bess Ate + (— bey te 


Der Koeffizient von pe ee w=1,2,...,”) in ae ist 
ee ei). 
a-y-1-(t) +()-- +c) = 


(0) (1) (2), @) (1) (1) 
UR =p Uewtteie! Le [sires (ol a ig | ae —p, ns »*) 


da 


ist; also 


und daher auch q. =e); 
Bedeutet nun n, eime von Null verschiedene Partikularlésung 
der Gleichung (4), so ist 
dor Ne 


eine zweite Lisung der vorgelegten Gleichung (1), und ist umgekehrt 


2 . ° o- . 
y eine zweite Lésung von (1), so ist 


Onan 
t, =4Sq 
Ue 


eine Lésung von (4). Setzen wir in (4) 


so ergibt sich in derselben Weise fiir v, eine homogene lineare Diffe- 
renzengleichung (m — 2)** Ordnung: 


0 Zi (n — 2) 
- (5) Ce ae a ali, ek +r, Oi =O: 
jis Kap... b 2) Wallenberg, 6., Nr. 1. 


Or 


Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 
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Ist ferner 0. eine Partikularlésung der Gleichung (5), so ist 


oy; ne eine zweite Lésung von (4) und 


y= ne > 1 Ne “pee ns (3) 


eine dritte Lésung von (1); und ist umgekehrt y,” eine dritte Losung 
von (1), so ist 


eine Lésung von (5). Fahrt man so fort, so gelangt man schlieBlich 
zu einer Differenzengleichung erster Ordnung 


t,W, + Wy41= 9, 


deren Lésungen die Form 


W,, = 0(-— wos t.. 


haben); ist 7") eine solche (von Null verschiedene) Lisung, so ist 


pos 0 >! 2) >a om aS we 
x 


eine n® Partikularlésung von (1). Die so gewonnenen n Losungen 
y (= i’) ; y, y.”, oy (” dilden ein Fundamentalsystem der Diffe- 
renzengleichung (1). Denn bestiinde zwischen denselben eine Relation 


ve 4 
Oye” tr Yn ae eine Ys” = 0 
(1) 


mit ,,konstanten“ Koeffizienten, so wiirde nach Division durch yo = 7, 
folgen: 


ato, > ae + +O ae > uP. > uP =0, 


und wenn wir diese’ Gleichung ,,differentiieren“”): 


2 2) (2 
Oty + Ons > Me + +o ste > te De =; 


nach Division durch The und abermalige ,,Differentiation~ ergibt sich 


O4tg +--+ Otis > nee > gs = 0. 


DEV cl ote Wapee linc: 

2) D. h. wir bilden, wenn die Gleichung G,—0 lautet, AG,—G,.1,—G,=0; 
dabei ist zu beachten, daB die Symbole A und & inverse Operationen darstellen, 
welche, nacheinander angewendet, sich aufheben (vgl. 1. Kap., UJ, B). 
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Fahrt man so fort, so erhalét man schlieBlich 
(n) 
Ns =, 


also, da 7°” + 0 ist, @, = 0; folglich ergibt sich aus der vorher- 
Perenten Gleichung 
Ce + @ eb ae e i 0, 


daB auch w,_, =, und ebenso ee - OP ag == Oo, =O, 


yf? Patten also ein 


o, =O sein miiBten. Die Lésungen 2 y : y” 
Barc ahanalscsten von (1).*) 

Zwischen den Determinanten der Fundamentalsysteme der so er- 
haltenen sukzessiven Differenzengleichungen P=0, Y=0, R=O, 
besteht eine bemerkenswerte Beziehung: Wir hatten gefunden, daB in 


der Differenzengleichung (4) 


@=1) @) (0) (1) 
qd, i Uae i) q,. =—p" ns 


ist; daher ist, wenn die Determinante der Fundamentallésungen von (4) 
mit a bezeichnet wird, nach dem Heymannschen Satze?): 


1 0 
Arh ae @ 1? gq = —1)" 0 Sno | 
Aw (=i) Pa? 
x Ve Nain 


und in Gleichung (1) nach demselben Satze: 


durch Vergleichung der beiden daraus entspringenden Werte fiir ps” 


ergibt sich 


a 1) 
10), tell Jae sa AY, . 
ay A a 
in derselben Weise folgt 
2 (n—1) (n) 
SG na ine a a Ape1 Metra 4 ne At — e+, 
Ao 71 a2) ? A®) 7) Oo ? ’ Awd 7 ) 
also ist ae 
2 n— mn 
D.. a+1 nee. Geen ee Meee Ne 
ot cae AO) ng Fay 7) , 
Ne 
und daher 
n—2 1 3) 
() [] E]n2. [pte 
(Choe dae = Dy! ee sesy yn) =n) ne. me Upaior. Ue 4 
r= 0 r=0, r=0 


1) Guldberg, 3. 2) 2. Kap., Ill, Gl. (8). 3) Wallenberg, 6., Nr. 1 
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Ganz analog beweist man die allgemeinere Relation: 
k-1 


k 1 no 1). nos 
(7) DES De hae, Y,, )=o' l [age l qe a eat 


r=0 Tr r=0 
darin bedeuten @ und ow’ ,,Konstanten“. Hin zweiter Beweis fiir diese 
Beziehungen ergibt sich unmittelbar aus der im 2. Kapitel, I, B auf- 
gestellten Determinantenrelation (6), da die dort auftretenden GréSen 
y offenbar mit den n.? (b=1, 2,...,) identisch sind. 
Aus unseren obigen Auseinandersetzungen geht noch folgendes 
hervor: Wenn die Differenzengleichung (4), deren Koeffizienten rationale 


Funktionen von po, pees Pek Doe. yo . ee sind, die Fun- 


9 Yo +n 
damentallésungen ners Sie. gory besitzt, so bilden die Funktionen 


yo, y? (21) (1) Cea 
Sn Dat 


ein Fundamentalsystem von (1); denn aus einer Relation 


i 1 2, (a) % ene 
oy? + 0,99 > 4 +--+ 0,4 Dl? = 0 


wiirde nach Division durch yo und ,,Differentiation“ folgen: 
2 a 
a. ee el o, yo” ye 0; 


was der Voraussetzuug widerspricht. Kennt man also eine Lésung 
der Gleichung (1), so erhilt man die tibrigen durch Auflésung einer 
homogen linearen Differenzengleichung (m— 1) Ordnung und »— 1 
einfache Summationen. 


Kennt man gwer linear unabhingige Lésungen der Gleichung (1), 
y2 


y”) und y” , so ist no ==\ “eine von Null verschiedene Lésung der 


Gleichung (4), sodaf diese auf die Differenzengleichunge (m — 2)** Ord- 
nung (5) reduziert werden kann, deren See rationale Funk- 
: ee (0) nee) (x —1) (2) (2) 

tIONOU VOR Ge G5 cian Gs sabe Seo ale eae Te 4 d. h. rationale 
ee rene (0) (3) (n—1) (1) (2) 2) 
Funktionen VORA ree Rely sa) et ee heuer Yen 
sind. Besitzt dieselbe die Fundamentallésungen rey Erin yor-® , SO 


bilden die Funktionen 


y 
ne yf, Te orc aie aoe es et (1 Qe -a%) 


Ye 
ein Fundamentalsystem von (1); denn aus eimer Relation 


oy” ‘+ wy" + oy > u! (1) eae -+o,y > dP = 0 
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wiirde nach Division durch * und Ausiibung der Operation A, darauf- 
y? ) 
folgender Division durch 4 Ne — > und nochmaliger ,,Differentiation® 


folgen: 
Reg sco 


was der Voraussetzung widerspricht. — Kennt man also zwei Lésungen 
der Gleichung (1), so erhilt man die tibrigen durch Auflésung einer 
homogenen linearen Differenzengleichung (m — 2)" Ordnung und n— 2 
zweifache Summationen. So weiter schlieBend eee — folgenden Satz:') 


Ne 
Kennt man k linear unabhidngige Lisungen y.” ‘ y.” Resets y, einer homo- 
genen linearen Differenzenglecchung (1), so erhalt man die tibrigen n—k Ele- 
mente emes F'undamentalsystems von (1) durch Auflisung einer homogenen 


ee ag ein (n—k)" Ordnung, deren Koeffizienten rationale 


hs ‘ owe @—1), ,,@) Qed) Cent ke 
Funktionen von p Aas e es ‘ ys peal pes ao Peace Bible eee 


We, Peet, ye , sind, und durch n—k k-fache Summationen. Kennt 
man imsbesondere n— 1 linear unabhdngige Lisungen, so erhdlt man 
die n® Losung des Fundamentalsystems durch eine Quadratur und eine 
(n — 1)-fache Summation. 


1. Beaspiel. (W.) 
Die Differenzengleichung zweiter Ordnung 
G2, deh, Vei1b Y243— 0 


mit der Partikularlésung 7,, geht durch die Substitution y, = Ne >, Me 
tiber in 


(0) Ne : 
Ds = er Bas Tipe OF 


aus dieser ergibt sich 


u,= @ [ [2° poe 
a a Redo 


Tp 
Y= 0 le >, Cinta 
a e+ 


in Ubereinstimmung mit einem friiheren Resultat.”) Der Ausdruck 
fiir y, stellt tibrigens die allgemeime Lésung von P(y,) =0 dar, da die 


- Summe >. noch eine willkiirliche ,,.Konstante“ enthilt. 


also 


il) WW, 2) 2. Kap., LUI, 1. Anwendung. 
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2. Beispiel. (W.) 
Die Differenzengleichung dritter Ordnung 


Ply.) = poy, + 9 Ye a1 + PP Yara + Vers = 0 


mit der Partikularlosung y = 1 geht durch die Substitution 
4 = ie u, tiber in die Gleichung zweiter Ordnung 


Qty) De ty + (De neg + Meas) Mees + Mes Mcge = 0. 


Ds us d 2) Reon nae 
Ist ne eine Lésung von @(u,) = 0, so ist ys = ae q, eine 
zweite Lésung von P(y,) = 0, und umgekehrt ist 
1 
(2) wea Ye Vs ae mes 


yi) Pergo 


(2) ,,@) 
+1 


Ya + 


uf) 


Durch die Substitution w= "> v, geht Y(u,) = 0 itiber in die 
Gleichung erster Ordnung 


. 


: 0) "a Ny 
Ro) = 0. ap. Soe Oe ea O° 
Ny +3 “lx+2 
oder in 
yO) 4 So (1) 
(0) Yo. Bee Yan Ye Hae 
Mii t P, a @ ath Ge 0: 


Yo +2 Ye+3 — eae hee Yor 


Die Lésung 12 von R(v,) = 0 lautet 


ra (0) t 1 
=a [fe nny ab at 
ng xr 


2) 
cast Ny w+ 


und daher die dritte linear unabhangige Lésung von P(y,) = 0: 


y® eo = >? > 31, (3) 


worln fiir 7 und ne die oben angegebenen Ausdriicke durch y\”, y 
und deren sukzessive Werte einzusetzen sind. 
Fir D,=D(y,”, y,, y,”) ergibt sich noch 


1 2 3 
aes eid ee eae he Tes 
x 


a re ? 
49) a8 a 


also 


(2) 


ie (1) Oy 
D, = On, eee Lee 


IL. Vielfache Lésungen. ai 


If. Vielfache Losungen.*) 
Wenn 


(1) Py,) = Dei Y, 3 pe Ue op a + pe” Uproar + Yo n 
gesetzt wird, so war nach Nr. I dieses Kapitels: 


worin 


(3) PY) = () 0° tere t OT") p Bg Yarver +(5 ee 
(K=1, 2,...0) 


ist; insbesondere ist 
1 i ACE ) =p x W eteyoeeat + NY r+ nd Ee (as) ma Yorn (+ 0). 
Setzt man in (2) 4,= ie und beriicksichtigt die Formel?): 


A (*) = aaa also A’ ea = ae) und daher A’ (= ik 
7 be 


r 


) = 0, wenn s>r, 
so erhalt man 
ee) ee tt PG.) ber, G)+ 2.2, 
; r=0,1,...5%—1); 
insbesondere ergibt sich 
p (22> y,) = “= Pyy,) + 2P,Y.) + Pal.) ust 


Aus diesen Gleichungen kann man sukzessive P,(y,), Ps(y,), 
durch P(y,), P(xy,), P((2) Ye) 9 ..., ausdriicken; z. B. ist 


sodaB P,(y,) mit der von Pincherle®) so genannten ,,funktionalen 
Ableitung“ von P(y,) tibereinstimmt. Allgemeiner besteht zwischen 
zwei aufeinander folgenden ,,Ableitungen“ P,(y,) die Rekursionsformel 
1 
(5) P,.(Y,) = 7 LPr_-1 @y2) — @ + -1) Pra], 
UES) einen ae ae a 


wie man leicht verifiziert.*) 


1) Guldberg, 1., 3., 11.3 W. 
2) Siehe z. B. Seliwanoff, 2., Ss. 3. 
3) Math. Ann. 49, 378 (1897). 4) W. 


-l 
nO 
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Ist nun fiir y, = 7, (+ 9) 
P(y,) =9, Pi.) =9,---) P,_1(%,) =O A <n), 


so folet aus den Gleichungen (4) fiir r= 1, 2,...4—1 sukzessive: 


P(an,) = 9, ie.) "e) =) AP see) "n) =0 (und umgekehrt); 
d. h. die Gleichung P(y,) = 0 besitzt die Losungen 


oe pee ie orl CS 


oder auch, durch geeignete homogene lineare Verbindungen derselben 
mit konstanten Koeffizienten, die Losungen 


(6) Nx) LN x» ane, eee a eli jine 


dieselben sind linear unabhingig, da eine homogene lineare Relation 


mit ,,konstanten“ Koeffizienten 
04 Nx ct 2X41, ate 0, 0", a ire sie o,%*—*n, = 0 


wegen 1, -+ 0 ; 
0, +0,%+ @,07+4+---+0@,47-1=0 
fiir jeden Wert von x, z. B. fir 7, +1, %+2,..., also 
oy = 0,0) y= O83 os, 
nach sich zieht. 

Hine solche Lésung 7, heiBt eine i4-fache Lisung der Gleichung 
P(y,) =0; sie reprasentiert 4 verschiedene Lésungen, da die Funk- 
tionen (6) wegen ihrer linearen Unabhingigkeit als 1 Hlemente zu 
dem Aufbau eines Fundamentalsystems von (1) benutzt werden 
k6nnen. *) 

Setzt man in der identischen Gleichung (5) x’-'y, an Stelle 
von ¥,, so erhalt man: 


‘oe 
dsp Conemmey mas [Preteen 9, rm a ae DP eh; 
(Gis Voy ee acl 
Aus P,_4(7,) =9, P,_4(@n,) =9, Pe (a? ng) =0,..., P,_,(2%y,) =0 
folgt daher sukzessive: 
Pi(y,) =9, P,(wn,) =9,..., P,(a&-1,) = 0. 
Das heibt: Hime (@ + 1)-fache Lisung von P,_,(y,)=0 ist 


e-fache Lisung von P,(y,) = 0. Ist z. B. 7, eine 2-fache Lésung von 
Py,) =0, so ist sie (A — 1)-fache Lésung von P,(y,) =0, (4 — 2)-fache 


1) Vgl. 2. Kap., Il, B. 
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Lisung von P,(y,)=0,..., 2-fache Lésung von P,_2(y,)=0 und 
endlich 1-fache Lésung von Ba AG.) 0 
Besitzt die Gleichung P(y,) = 0 eine und nur eine 4-fache Lisung 
7,» SO besitzt nach obigem die Gleichung P,(y,) = 0 dieselbe Lisung 
(A — 1)-fach, d. h. die Gleichung P(y,) = 0 besitzt die Liésungen 
Nes LN wy a Ne) seat, Oates 


und die, Gleichung P,(y,) = 0 die Liésungen 
LY a? ie Myre 
Na) (Pe) Nad eee) No} 
beide haben also die gemeinsamen Lésungen 
2 1-2 
(7) Wee Von ace eS, 


und keime anderen gemeinschaftlichen Liésungen. Ist daher 7’ der 
grote gemeinsame (symbolische) Teiler') von P und P,, so besitzt 
die homogene lineare Differenzengleichung 7'(y,) = 0 nur die Lésungen 
(7), ist also eine Gleichung (4 — 1)'* Ordnung: 


(8) Ty.) == te Yy, a ae a ae a MCE Lae ty [ety es Ny 


deren Koeffizienten nach Friiherem rationale Funktionen von 


(0) (w—1) 
| weer Om 


und deren sukzessiven Werten sind. Die ,abgeleiteten“ Differenzen- 


gleichungen 
T,(Y,) Fe 0, THY.) = 0, BOM) TTS) = 0 


besitzen simtlich die Losung 7,; insbesondere ist 


Poly) = ae Yuti—3 oe Ce UD rae oa! 


also y, eine Lisung der Differenzengleichung erster Ordnung 


(A ae IOP me a he y= OF, 


ont [] (2-2) 
a= © (==) ‘ ingen 
ergibt”). Ist aber 7, bekannt, so kennen wir auch die 4 linear un- 
abhingigen Losungen 


aus welcher sich 


A—1 
Ne UNas eee a Ny 


der Gleichung P(y,) =0 und kénnen daher nach Nr. I dieses Ka- 
pitels diese Gleichung auf eine solche (n—4)*" Ordnung reduzieren. 


ib) likey, WAL 2) Vel. 1. Kap., Iu. I, C. 
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Wir haben also den Satz'): Besitzt eine homogene lineare Diffe- 
renzengleichung n°” Ordnung eine und nur eine i-fache Losung, so kann 
man diese durch einfache Quadratur finden; diese Differenzengleichung 
laipt sich alsdann von threr mehrfachen Losung befreien und auf eine 
homogene lineare Differenzengleichung (n—1)*" Ordnung reduzieren. 


Ill. Zerlegung eines homogenen linearen Differenzenausdruckes 
in homogene lineare Differenzenausdriicke erster Ordnung.’) 


Setzt man 
OG) S69) Qe a) (2) (3) pene ea) (2) (3) 
Urs Slee UW, sles tee 6 Ww, HE IS Peet Nia we ame eee 3) 
OL (2) (n) 
U, Tadic dee ee Sine Ne ? 


worin ne, ie Rees ae die in Nr. I dieses Kapitels definierten Funk- 


tionen sind, so lassen sich die Lésungen der Gleichung P(y,) = 0 in 
folvender Form darstellen: 


(2) ay (2) (3) 
(1) @) ,@) (1) > Me: (3) (1) > u > Uy 
= U = WU Y} ——— U — eS Pe 
v5 oe? whe. 2 ues” Y.. x ue yee ? 


2) 
(n) Qin fe: > ty 
yY, = 4%, Bae 0K 6 Soa are 
i ue ue 
Ferner war nach Nr.I dieses Kapitels, Gl. (6) u. (7): 


er NC 1) (x) (1), (2) n 
Di=D; =Dly a YS you u, ee 


awe x 


O) es 1) () 1,4) ,, 2) (k) 
7h =Dly 5 Yp) = ou Dn 


pe ae 


Oo. ¥®, die ja mit 


einer beliebigen ,,Konstanten“ multipliziert werden kénnen: 


also bei geeigneter Normierung der Lésungen y 


k ( 
(1) uo =o (e— NES pgee aS DY ay, Do= 1) ; 


k ep : ; 5 ? 
Jedes ul? gentigt einer homogenen linearen Differenzengleichung erster 


Ordnung 
(rk) 
Sy © Vases We tt 
A,Y_) = Up 41 A-® =Yer1— 7 @ Ye 0. 


1) Guldberg, 5., S. 9—11. 
2) Pincherle, 6. u. 9., $$ 286—290; Bortolotti, 3.; W. 
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ee Differenzengleichung P(y,) = 0 wird durch die einzige Lésung 
y, = us? der Differenzengleichung 
oe 
A, (Yx) = Yo4i ne, Oy le 0 


x 


befriedigt*); daher ist nach dem 2. Kap., V: 

P—B,A,, ; 
worim B, einen homogenen linearen Differenzenausdruck (n — 1)" Ord- 
nung bedeutet. Da A,(y,) nur fiir y,= (— ls) verschwindet, 
so ist 

A, (ys”) == 0, (b= 2) 3,2... 0); 
und da 
P(y,”) = B,A, (ys?) a (k =1,2,..., n) 


ist, so besitzt die homogene lineare Differenzengleichung B,(y,) = 0 
die »—1 von Null verschiedenen Lésungen A, (ys”) (b= 2, ue 1), 
d. h. die Lésungen 


(1) 2a ey a) (1) Yon 
Ure A @? Meri A Gr Op 
xz xz wv 
oder nach Nr. I dieses Kapitels: 
3 3 n 
@ 2 <8 wu” uy 7 uy 
fa) mt u®) .? aes ©. eed u@—) 


Daher folgt in derselben Weise wie oben 
B, 5 B, A,, 
worin B, ein homogener linearer Differenzenausdruck (mm — 2)‘* Ord- 
nung ist, und die Gleichung B,(y,) = 0 besitzt die »— 2 von Null 
verschiedenen Lésungen 


4 4 n 
uw. 4® > eae y® > He ie > iy 
xz? x uf?) ,? ? x ue), oe 
Wir haben also 
P= B,A,= B, A, A, ; 
fahrt man so fort, so erhalt man schlieBlich 
(2) die PARAS eo ANA), 
da wegen p= 1 auch B,=1 sein mu. Miermit ist der homogene 


1) Lésungen, die sich nur durch eine ,,Konstante‘‘ unterscheiden, werden 
nicht als voneinander verschieden angesehen; die triviale Lésung y,—0 wird 
stets auBer acht gelassen. 
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lineare Differenzenausdruck n®” Ordnung in n homogene lineare Diffe- 
renzenausdriicke erster Ordnung zerlegt. Ausfiihrlicher lautet die Zer- 
legung: 


(n) Yeas Ue eed Yor 
\ ine wea Mes Pee i ty NBC 1 
(3) EY Ue ees mo) A 712) 4 ue) Aw ) 
zx d a x 
oder 
1 1 1 1 Yor 
(3a) Py) =A A. AA A. 
ce ; x nf”) 7 —1) 7?) 12 ni) ? 
oder endlich mit Riicksicht auf (1) 
n LAS ere 2 (2 1 1 
Yu) = TF m1) pope na2 p®p® D®p® 0 
“+1 hy u+l x x+1 wy 


Diese Zerlegung ergibt sich auch als Folge der im 2. Kap., I, B 
aufgestellten allgemeinen Determinantenrelation (5).*) Aus derselben 
erhalt man namlich insbesondere: 


/ (1) (= Veen Gaius UR 
DA Ukos AML Sey eee i ce ae) 


D(D(y... ae Dy FD, ys 9), D(y®, ..y8, yor, 7) 


ih (k-1 (k+1 ? 
Ds See 2 an PSE Cagis 708 go) 
oder, da 
: D (Uz; Vp) = Uy ees. 
ist: 
1 (k n n 
(5) ae oa ent D ee Ae 1 Hats) Plan ee Pie: Ue ) 
Diy, 2) )Diy®, 9, 
y ee § 9 Yrs, Io Yea ss Ue!) 
ze A Dive: ee oie oy ne ae) 

! Diy ie ees ee 

Daraus folgt fiir k =n: 
1 n 2 n t n— 
DY Yo s+ YO) Din ees vets) Dyes ye) 
1 2 7 ) 2) a n) 
D(y®, y®, ..., y®) DY Stein Joe: DYE) Woes 
oder - 
} 1 (n) n (7 
(6) Dies WP) Day, DE? Deve 9), 
Dp”) eae OD) 


durch sukzessive Anwendung der Rekursionsformel (6) ergibt sich 
aber mit Riicksicht auf Gl. (5) des 2. Kap., III die eae (4). 


1) 7 W. 
2) Bortolotti, 3. (Die Arbeit enthalt einen Fehler, der hier richtiggestellt ist.) 


Ill. Zerlegung eines homogenen linearen Differenzenausdruckes. a 


Hat man einmal die Méglichkeit der Zerlegung eines homogenen 
linearen Differenzenausdruckes n* Ordnung P(y,) in solche erster 
Ordnung A,(y,) eingesehen: 


Doel ot AA» 


worin 
A= Yon+1— Ys 


ist, so kann man die «, auch auf folgende Weise sehr einfach durch 
das Fundamentalsystem y, 1 r yo ausdriicken'): Es sei 


Pat ae et A, 


und die Indizes der Fundamentalintegrale seien so gewahlt, daB die 
(1) 


a? 
Koeffizient von y,,, in P, ist 1, der Koeffizient von y, gleich 
dem Produkt (—1)'a,a,...a,7); daher ergibt sich aus dem Heymann- 
schen Satze*): 


Gleichung P,(y,)=0 die Lésungen y y, ; yo besitzt. Der 


k 
De 


Oey: ete Os pe ances 
1 k p& y) 
2 (a) 


in derselben Weise ergibt sich durch Betrachtung von P,_,: 
Dea” 
Oar. st 4 = ed : 


folglich ist | 


k k—-1 
eae 
Ona ; 


Doe 
in Ubereinstimmung mit den oben gefundenen Resultaten, da 


oe Deel 
ui) 
ist. 
Beispiel: Die linke Seite der Differenzengleichung zweiter Ordnung 


P(y,) Se Yo+2 + Do Vo + pp? Y,, ar 0) 


) 


mit den Fundamentalldsungen y”, yo laBt folgende Zerlegung in 


homogene lineare Differenzenausdriicke erster Ordnung zu: 
2 1) nd) 
pe 
Cp ae ae 2) HO (1)? 
0 Seria 


1) Pincherle (u. Amaldi), 9., Kap. X, § 290. 
2) Vgl. 2. Kap., V. 3) 2. Kap., Ill, Gl. (8). 
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oder ausfiihrlicher: 


(1) (2) (2) (1) (1), (1) 
YO 9 a= Yea Yens Ye Yn+1 Yar 
PY = 


2) 4 Ee) 
ey gy yy, gy? 


IV. Multiplikatoren. Adjungierte Differenzengleichung. *) 


Unter dem Multiplikator einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung 


(1) AG) es) ee Vein Pa Yor ESE aft a + py, = *) 


versteht man eine Funktion MZ, derart, daf das Produkt IM, P(y,) 
eine vollstindige Differenz wird: 


M,,P(y,) = A Q(Yz)- 


Die Existenz solcher Multiplikatoren ergibt sich schon z. B. aus der 
Zerlegungsformel (3) bzw. (4) der vorigen Nr. HI; denn aus dieser 
geht unmittelbar hervor, daf 


n—1) 
if Dee 
Ome (2) 

uk) 5 De 


ein Multiplikator von P(y,) ist. Allgemeiner folgt aus Gl. (5) der 
vorigen Nr. III mit Riicksicht auf Gl. (7) des 2. Kap., J, C und Gl. (5) 
des 2. Kap., II], wenn man noch 


D( Ye. y poe YERD, yEtD, , y) 


Diy) F yo) eae ys) 


Ene A hs ed a (k= 1, 2, 5 n)*) 


ae sind also Multiplikatoren von (1). 


Wir wollen dieses Resultat noch auf eine andere elementare Weise 


ableiten, die uns zugleich einen tieferen Hinblick in die Natur der 


Multiplikatoren gestatten wird‘): Ist y, ys ee yi” ein Funda- 


ee he @. Ya.) 


setzt: 


die ,adjungierten® Funktionen 2 


mentalsystem von Loésungen der Gleichung (1), y, ihre allgemeine 
Lésung, so besteht das Gleichungssystem 


(2) Yor 4k 0, Yo ep Yer, + ats +O, Yet a5 (k=0, 12, ie eo 


1) Pincherle, 2. u. 9., Kap. X, §§ 298—306; Bortolotic, 2. u. 8.; Wallen- 
berg, 2. u. 3. 

2) Die neue Indexbezeichnung der Koeffizienten ist fiir das Folgende vor- 
teilhafter. 

3) Bortolotti, 2. 4) Wallenberg, 2. 
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worin die o, ,,Konstanten“ sind. Liést man diese Gleichungen nach 
den PK onstantens o, auf, so erhilt man: 


(k—1) (k+1) ys”) 
yreey YD 


Byes DO Oyen y.. yf 
Dy, 9... y®) 
ia ony, 1 se Yai yer 2 Yosn—1= V(Yo)r 
‘worin wie friiher (2. Kap., I, C) 
(%) 1 oD 
2% ID) oy A 


a 


und 
D=Dly ie yo eo, ees eer (i, k=1, 2,..., 2) 


ist; wegen der linearen Unabhiingigkeit der Lésungen y, ye, Peg yi? 


ist D =+ 0. 

Jede der Gleichungen (3) stellt eine ,,erste Losung“ von (1) dar, 
d. h. die Ausdriicke @,(y,) nehmen fiir jede Lésung von (1) einen 
»konstanten“ Wert an; insbesondere ist, wie man sofort aus (3) 
ersieht: 


Q, ys) = 0, wenn i+k; Q, (y.") is 


Daher muB die Differenz AQ,(y,) = Q.(Y2+1) — Q(y,) fiir jede 
Lésung von (1) verschwinden, also nach dem 2. Kap., HI mit P(y,) 
bis auf einen Faktor tibereinstimmen, der sich durch Vergleichung 


der Koeffizienten von y,,,, in AQ,(y,) und P(y,) gleich cates (= a! ove) 
ergibt. 
Folglich ist fiir jedes y,: 
oder ausfiihrlicher: 
(4a) A ae Yx <i Ele Yo+1 ie ae 43 one eee) 
= an ig + pe’ ee aes + Ree + p” Ya) : 
ie nen 


Hieraus erkennt man in der Tat, da8 die Funktionen 


Te ld Ged Wey yea 


a+? 


20 d oD 


wi D oy.) 1 


ist, Multiplikatoren von (1) sind; die lineare Unabhangigkeit dieser 
¥ Pape crea Funktionen ist haere im 2. Kap., I, C bewiesen worden. 
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Durch Vergleichung der Koeffizienten von ¥,, Y,41, +--+) Yrun—1 
auf beiden Seiten von (4a) erhalt man 


(1x) (n) ,, (*) 


iz & a P, ee +1? 
(1p) Cie Sioa) 
A ia aia = ee ee 
gi Ph) a PAG eS ee al) 
(5) Rapa) aa oe meee fen (k=1,2,...,0). 
(n — 2x) (n—1p) __ (2) ,(*) 
gai Gee eee +1? 
(w—1p) , () @, 
a+i1 x =e a 4, a : 


Daraus ergibt sich fiir die Be (K=1, 2, ...,) die-zu (1) ,,ad- 
jungierte Differenzengleichung® : 


D ake (1) (2) (n—1) (n) 
(6) P(z,) = 2,1 Dz Fatt + Payt%nyo 1 cer T Detn—2 Extn it Detn- 1% 240 — 0. 


(x) 


Die anderen 2,” sind, wie ebenfalls aus (5) hervorgeht, mit den 


awe durch die Gleichungen 


(7) Oo ag Cn fp gE aap age 
(Svar po ene 
eee ea, ) 
(n— 


verbunden; man sagt: ,Die Funktionen 2\"- gehdren mit den Funk- 


tionen a 


zur selben Art, und ebenso die homogenen linearen Diffe- 
renzengleichungen, denen sie gentigen.“*) 


Setzt man in (4a) fiir gon a, bed Bee ihre Ausdriicke durch 


x 


Ge nach (7) ein, so entsteht auf der linken Seite von (4a) unter dem 


Heichen A der bilineare Differenzenausdruck By, 2,” | , Wo 


es e (1) (1) (2) 
Ey Z,) =F Yorn ai (2,1 my ae 2,) Une =n (2, 2 + Pz 2 ey 1 tees 1 2,) Yuin—8 


* (4) =e bee 
Se 5 (eet er ae ax eg Sieg ete 24 a ee 


=e (Cs n+1 +p? Wil Hans oa: = Se rae: y! z,) Ynd 
oder 
n—1 n—k—-1 
(8) iP ce Z,) => Tea Cee rae Pig (pe — 1) 5 
k= 0 Rn 0 


ist; es wird dann 


1) Vel. 4. Kap, IIL. 
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Man kann nun fiir lineare Differenzengleichungen das Analogon 
der aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen bekannton 
»Lagrangeschen Beziehung“') nach einer ericnen Methode ableiten, 
wie sie Mrobenius*) fiir Jen Beweis dieser Relation angewandt hat: Dee 


Ausdruck 


verschwindet nach (4) fiir z,= 2” (k= 1, 2,...,n), also ftir m nach 
friiherem linear unabhingige ieereren der Gisinins P(e (Z,,) = 0; dieser 
Ausdruck mu daher nach dem 2. Kap ell, aibce (2205 .)9) bis aut 
einen Faktor iibereinstimmen, der sich apieh Vergleichung der Koeffi- 
aienten von Z,_,,,, gleich —y, ergibt; es bestoht also die adentische 


Gleichung es 
NPY. Zn) a Fray Piy,) ree Tad aC en eee 


F241 Ys) — Yo P (2,041) = A PYes &p)- 
Setzt man noch 
4741 = Uz, Tiga sw) eee ea) Ls), 
so nimmt die ,,adjungierte Differenzengleichung“ (6) die Form an: 
Petes) atl at De nat Ue Sree are fp Uy 4 + ps ty 105) 
oder kiirzer: . 
ee nd Bee ee peu), + (pu), = 


c i . ae 1 2 n 
sie besitzt die Fundamentallésungen ae u, yank us 2 


u? = Zee , &=1, 2,..., 0) 
ist. Setzt man ferner 
ys, Z,) = POs, th) =e QV Wa), 


n—1 n—-k-1 


Qn Ma) = veri D (2 eae: 


=O) 


oder 


wo 


sodaB 


wird, so lautet die oben gefundene Relation: 


(0) U,P(Yx) — Yx P’ (Up) = & Q(Yors Ux): *) 


1) rane Miscell. Taurin., 3., 179. 

2) Journ. fiir die r. u. a. Math. 76, 260 (1873). 

SEP. ) bedeutet, daB in P(z,) riberall «—n-+1 an Stelle von « 
gesetzt wird. 

4) Pincherle, 2.; er nennt sie die ,,inverse‘ Gleichung. , 

5) Bortolotti (3.) muB infolge des bereits erwaihnten Fehlers diese Relation 


auf den Fall p= —41 beschriinken; aus den obigen Entwickelungen (W., 2.) geht 
hervor, da& diese Beschriinkung unnétig ist. 


—n+l1 


6 


Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 
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Dies ist das Analogon der Lagrangeschen Beziehung; aus thr folgt 
sofort, daB umgekehrt die Lisungen von P(y,) = 0 Multiplikatoren von 
P’(w,) sind. 

Die durch die Gleichung (10) ausgedriickte Higenschaft des ad- 
jungierten Differenzenausdruckes P’(w,) ist fiir diesen charakteristisch: 
es sei nimlich A(w,) ein zweiter homogener linearer Differenzen- 
ausdruck derart, dab 
ist, so folgt durch Subtraktion von (10): 

y,(B(u,) — P'(u,)) = A(Q—S); 
es wiirde also die Differenz A einer Funktion von y,, Y,.1) ---) Yein—1 
eine Funktion von y, allein sein, was unmdglich ist; es muB also 
Ra, = Pu, (and S= Q) sein. 

Wir kénnen die Multiplikatoren endlich noch auf eine dritte Art 
herleiten:*) Hs sei 


SY) = Yern- eet pt ae ent: +. gf" ey. = 0 (k=1, 2,...,n) 


diejenige homogene lineare Differenzengleichung (m— 1)" Ordnung, 
welche mit (1) die Lésungen 


(2) (k—1) (k+ 1 1) (7 
Go Pee ee ye 


gemeinsam hat. Dann muf nach dem 2. Kap., V: 
Piy,) ar RS.Y~) 


sein, worin f, einen homogenen linearen Differenzenausdruck erster 
Ordnung: 


R, (y,) = Yx seal as ae Ya, 
bedeutet. Es ist also 


Py.) as, SiYo+i) an yo S.Yx) 5?) 
und daher, da Ply) == 0 ist: 


0= 8, (y! ye) tae Ss; (y ois 


d. h. 

Pah eee S. (yo 1) 

a Q ky\ ? 

S..(y& 
folglich J i 5 ) 
Pua yg BU) Oa 8) 
k Stra a ea on PONT BV ANN ee Sn IRA 

2 ee Si, ee Si, te he Si, (v’ oe S,.(y) 


1) Wallenberg, 3. 


2) S:Yo41) bedeutet wieder, daB in S,(y,) tiberall «+1 an Stelle von « 
gesetzt wird. 
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om Z a} k 2 wo. 
Es ist also 8, (ys) ein Multiplikator von P(y,) und 


S,Y.) = 0,8, (y-”) (A= 1, 2,...n) 


eine erste ,,Lésung“ von tae und zwar ist insbesondere fiir 
1 = bess ake ; 

y= y| » Be A ys ie es ae yi” die willktirliche ,, Konstante“ , = 0, 

f0f  Y yi? dagegen wo, = 1. 

Es 1a$t sich leicht nachweisen, daf diese Multiplikatoren mit 
den oben gefundenen identisch sind; es ist némlich nach Gl. (5) des 
2 Kapy il: 

TR daar Ye sy” 
Ses = Lr ( 1 W=4 yer), 5 ) 
Dy, 98 et) pee yee 
also nach Gl. (7) des 2. Kap., I, C: 
D(yg > Yas +9 Ye?) 1 
Das, mh ee 1) oes ee Be 2 o) gf)? 


ag (y® \ = = 4! (A) (— Ze: 


S.(y?) =(- tr 
d. h. in der Tat 


Daher ist ferner 


een) eo 
y. ~) 8, (y {) ) ‘ Q), (Ye) y) 


und folglich 


Endlich ergibt sich fiir den bilinearen Differenzenausdruck (8): 


Sp (Yor) 


Ply,, 2, x DY Q, (Yq) ee, s,.(us Dy 


daher wird nach obigem P (v2 25) gleich einer ,,Konstanten“, sobald 
fiir y,, irgend eine Lésung von (1) gesetzt wird, was sich tibrigens 
auch “aus Gleichung (4) ader aus dem ealagbe der Lagrangeschen 


Relation ergibt, da dann aus dieser A P( ca :) =(Q folgt; ins- 
besondere ist: 
Waele oy : 
@ i ( 
a E =0 fiir de : i) 
Hs sei ferner 


1 (nm —1p) 
SRC te ara TU oman ae we ret : wu, = 0 
Or 
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diejenige Differenzengleichung, welche mit der Adjungierten (9) die 


Ca Can (n 
Lésungen a, Re w\ eee uw” 


wieder 


gemeinsam hat; dann muB 


P"(u,) a L, T',(U,) x 
sein, worin 


L, (u,) carr es | aie iP Wy 


ist; also 
P'(u,) = T,(Ug-1) + he T',(U,) 5 ) 
und da 
Pfu) = D(a) £127,(ue%) <0 

ist: 

(k) TL A oa 

eu ®) 
folglich: 

P'up) Te (Ma-1) T(z) __ np Tees) , 
Ser Hoe. esi CA 1) Ty (ui) fi (uf? 4) 


Es ist also — Toole ) em Multiplikator der adjungierten Glei- 


chung P’(u,)=0. Nach dem 2. Kap., IIT (Analogon der Gl. (5)) 
folet wieder 


1 k-1 k+1 n) 
T (z ) ees Ge feces ah Me ps ) * % ae ah ) 
iNa Dae. way ge). Zar: a 2 ? 


und nach GJ. (11) des 2. Kap. 1, C: 
T (2) Ms (i 1+ D_ (2, 2), Seen ai”) = 1 
ib Gi BING ewe pee) ae, Re” Neg 


sudaf 
pea eae oui ea hs 


ist. Beachtet man, daB bei der adjungierten Gleichung die Operation 
D~*y, =Y_,-1 dieselbe Rolle spielt wie die Operation Dy, = y,,, 
bei der urspriinglichen Gleichung, so besteht zwischen den beiden 
gefundenen Relationen 

De (ye) = = uy und a ) = y 


x—1 


vollkommene Reziprozitit. 

Mit Benutzung des Operationssymbols Dy,= y, ,, und des Symbols 
der inversen Operation D~'y,=y,_, laBt sich der Differenzenausdruck 
P(y,,) folgendermaBen schreiben®): 


1) T,(v,_1) bedeutet, daB in 7,(u,) diberall «—1 an Stelle von « ge- 
setzt wird, 
2) Fir das Folgende Bortolotti, 3. 


IV. Multiplikatoren. Adjungierte Differenzengleichung. 85 


Py.) = pe ¥, + pe Dy, +--+ +p) De-1y, + Dry, 


und der adjungierte Differenzenausdruck: 


PY) = Pe Yy + D-*(pe Py.) + + D+ (py) + Dory, 
oder 


PY.) = By, + Bey D-1y, + + pen D>" ty, + Dory, 


Man erhilt also den adjungierten Differenzenausdruck, indem man in 
dem urspriinglichen Ausdruck P(y,) an Stelle von D'y, die inverse 
Operation D-*y, setzt und auf Doe die Operation D-* ausiibt. Um 
die Adjungierte der Adjungierten zu bilden, hat man daher in P’(y,) 
an Stelle von D~‘y, die inverse Operation D*y, zu setzen und auf 
pe? die Operation D* auszutiben; dann erhilt man aber wieder 
Piy,); also: 

a) Die Adjungierte der Adjungierten eines homogenen linearen 
Differenzenausdruckes ist der gegebene Ausdruck selber. 

Ferner folgt leicht: . 

b) Die Adjungierte der Summe oder Differenz zweier Differenzen- 
ausdriicke ast gleich der Summe oder Differenz der Adjungierten. 

Sind endlich zwei homogene lineare Differenzenausdriicke 


Aly,) = 24,(2)Dry, und Bly,) = 3b,(2)D'y, 
gegeben, so ist ihr (symbolisches) Produkt‘) 

ABy,) = 3 (ay, + 4 Db,_, +++ +4,D"b) Dy, 
Die Adjungierte dieses Produktes lautet: 


(AB)'(y,) = > D-"[ (ab, see Deter 6, Sb). 
= >(D~a,D"b, + Da, D7H1b,_,++--+ Dab) Dy, 
=> (6,D-74,4+ D-'b, D-"a,., +--+: +D-7b,D-"w)D-'y, 
= BAY,), 
worin 


A'(y,) = >D-"a,D-"y, und B’(y,) => D-"b,D-"y, 


die Adjungierten von A(y,) bez. B(y,) sind; also: 

c) Die Adjungierte des Produktes A Bly,) 2weier homogener linearer 
Differenzenausdriicke ist gleich dem im entgegengesetater Rethenfolge der 
Faktoren genommenen Produkt B’A'(y,) threr Adjungierten. 

: Daraus folgt sofort der Reziprozitatssatz: 


1) Vgl. 2. Kap, V. 
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d) Die Adjungierte des Produktes mehrerer homogener linearer 


Differenzenausdriicke 
AB.:. HK(y,) 


ist das in entgegengesetater Reihenfolge der Faktoren qenommene Produkt 


LG Hea VAs) 
ihrer Adjungierten. 
Betrachten wir z. B. das Produkt zweier einander adjungierter 


Ausdrticke 


so ist nach dem Reziprozititssatze und nach a): 


B'(y,) = (AYA'Y,) = AA'(Y,)- 
Also: 

e) Das Produkt zweier einander adjungierten Differenzenausdriicke 
ist mit seiner Adjungierten tdentisch. 

Da ein homogener linearer Differenzenausdruck nullter Ordnung 
a,y, Sich selbst adjungiert ist, so gilt Satz e) auch noch fiir den 
allgemeineren Ausdruck Aa,A’(y,). — Ferner ergibt sich aus dem 
Reziprozitatssatze und aus der Zerlegungsformel (3a) der vorigen 
Nr. III sowie aus den Entwicklungen der Nr. I dieses Kapitels: 


f) Die Adjungierte des Differenzenausdruckes 


1 1 ak il Y,. 
Aly,) =A— A ‘ --- A—. A— A-— 
tr nw” nr) ng) n& ni 
lautet: 
Paks Poy ab Pane! nthe.) 


1 
A'(y ) = A = ES 2 Ne © ettel ee Se. 
‘ 1 2 3 n— 1 
‘ Py ei ee eaaptaty 


Die Differenzengleichung A(y,,) = 0 besitat die Fundamentallésungen 


Gy Ber) 2 2 
2 it, > 1 y cz. ns > 4 »- ss ie , 


die adjungierte Gleichung A’(y,) = 0 die Fundamentallisungen 


7” (2) > (m -- 1) (n) (n—1 Oh Gire 
ns, ". ne seh oe ai cea es) 


1) A’u, = uz_1 — U, ist die Adjungierte von Au, = uz, 4 — Uy. 

2) Weitere Untersuchungen tiber diesen Gegenstand riihren ebenfalls von 
Bortolotti (4. u. 5.) her, insbesondere tiber homogene lineare Differenzenausdriicke, 
die ihren Adjungierten iquivalent sind. 
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Y. Vollstiindige lineare Differenzengleichungen.') 


Unter einer vollstindigen \inearen Differenzengleichung versteht 
man die Gleichung 


(1) P(y,) —_ Yarn + PS? Yo 4n—1 9 Liat + psy, = Pz- 


Kin besonderer Existenzbeweis fiir eine Lésung derselben braucht, 
falls die Koeffizienten rationale Funktionen von w sind, nicht erbracht 
zu werden, da man zeigen kann, dafs jede Lésung von (1) auch einer 
homogenen Tinearen Differenzengleichung gentigt”): Ist niimlich y, = 1, 
eine Liésung von (1), also P(y,)=p,, und wird P(y,) = P,, gesetzt, 
80 ist 

Pz Df AE Ne Pas 1 do = 0; 
d. h. 4, gentigt der homogenen linearen Differenzengleichung (n + 1)" 
Ordnung 
(2) Pe PYo41) — Pro PY.) = 9-*) 
Aus (2) ergibt sich 

Py, +1) Steet 


Piy,) je Te 

also 

worin @ eine willkiirliche ,Konstante“ bedeutet. Die vollstaindige 

Gleichung 

(3) P(y,) — op, =0 

stellt eine ,erste Lésung“ von (2) dar, d. h. jede Losung von (3) be- 

friedigt die Gleichung (2), und umgekehrt (bei geeigneter Wahl der 

,Konstanten* wo); dem Werte o —0 entsprechen die Lisungen der 

yreduzierten Gleichung* P(y,) = 0, die also ebenfalls der Gleichung (2) 

geniigen. Ist y,— 4, eine Lésung von (2), fiir welche in (3) o +0 

ist, so gemigt wegen P(won,) = 0 P(y,) die Kunktion y, = 0%, der vor- 

gelegten Gleichung (1). . 
Ist 7, eine Partikularlésung, y, die allgemeine Lésung von (1), 

so geniigt y,—7, der homogenen linearen Differenzengleichung 


(4) P(y,) = 9; 
denn aus PY) eee Ei (,) ~ Ps folgt P(y,) a 4 P(%,) al - Py, ~ Nx J= 
Bilden daher y, 4 Birt 5 On ” ein Fundamentalsystem von genes 


1) Lagrange, 2. (vgl. Lacroia, 1.; Boole, 1.; Markojf, 1.; Seliwanoff, 2 
_ Wallenberg, 2., 1. 

2) W. . 

3) P(yz41) bedeutet wieder, daB in P(y,) tiberall «+1 an Stelle von x 
gesetzt wird, 
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der ,reduzierten Gleichung“ (4), so lautet die allgemeine Lisung 
von (1): 

Yn = Na Yee (Eaae oys” a ey, a ee ny, 
Worin @,, @),..., @, willktirliche ,Konstanten“ siad. 

Wir werden im niichsten Kapitel sehen, daB man in vielen Fallen 
eine solche Partikularlosung direkt finden kann. Hier dagegen wollen 
wir zeigen, ie man die allgemeine Lisung von (1) mit Hilfe der 
Lésungen y! ) der reduzierten Gleichung (4) und ihrer Adjungierten 
herstellen ane Dazu bedienen wir uns der Lagrangeschen Methode 


der ,,Variation der Konstanten“*): Wir setzen die allgemeine Lisung 
von (1) in der Form an 


1 1 2 2 n n 
a? ey We, 


worin die os ) aber keine »Konstanten“, sondern noch zu bestimmende 


Funktionen von « sind. Da wir 2” Panikivonen zur Verfiigung haben 
und nur ee Bedingung zu erfiillen ist, so kénnen wir m — 1 neue 
Bedingungen einftihren und wiahlen dieselben so, daB y,.,, Y,.2,---) 


Yrsn—1 dieselbe Form haben, als ob die e. ,Konstanten® wiren. 
Da ¢,,, = ¢,+Ace, ist, so erhalten wir das Gleichungssystem 


1 1 2 2 n n 
Oe Oe a eh feet ae (kK=0,1,...,n2—1) 


Lees oars x a+k 


mit den Bedingungen 


(8) ¥@ Ae yO Ac 4... +y¥ Ac =0, (k=1,2,....n—1), 


e+k 


za denen noch die Bedingung 


cS (4) (1) (2) (2) (nm en 
(6) Yorn on Gp OO, se ty) A Se 
tritt, die sich ergibt, wenn man die Werte fiir y,, Y44) ++) Yeun—1 
und 
ee ew) OF (n) (4) (1) (n) o™ 
set pe es pies och Bn ee te ore Ue Oe. i ee 


in die Gleichung (1) einsetzt. Dividiert man die Gleichungen (5) 
und (6) durch p, und vergleicht sie mit den zur vollstandigen Be- 
stimmung der adjungierten Funktionen a? dienenden Gleichung (8) 
im 2. Kap., I, C, so erhalt man 


LBs (Oar 
pbs eae SO 


1) Lagrange, 2., S. 156 ff. 
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(ee » (A) 
Piss Pu e419 


und daher als allgemeine Liésung der Gleichung (1): 


2 n n 
(7) Y, = 9 Dp ty > pe + SY oP. aay 


worin auch (nach der vorigen Nr. IV) 2“ = ae 
a 8,(y®) 


kann; die in (7) auftretenden Summen enthalten noch je eine will- 
kiirliche additive ,,Konstante“. 
Dieses Resultat folgt auch unmittelbar aus Gleichung (4a) der 
vorigen Nr. IV*): Da namlich fiir jede Lésung y, von (1) 
| EY) SP, 


ist, so ergibt sich aus (4a) (Nr. IV) das Gleichungssystem : 


(1%) (2x) : (A) (h) 
pee ee, eg = ep, (bt, 50); 
(n) 


— also 


gesetzt werden 


multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit yo, Yorn ea 


und addiert, so erhalt man mit Riicksicht darauf, dal} nach der Defi- 


nition der z, (a) 


tee 2 
2" 


Jal 4 ye po 4 ye —0, (F=2,8,..0p 2020) 


ist, den Ausdruck (7) als allgemeine Lésung der Differenzengleichung (1). 

Wir sind jetzt nctanee: die Untersuchungen tiber die Lie 
setzung bzw. Zerlegung homogener linearer Dateien aenaduione im 
2. Kap. Vz cervollstaridiven "): Wenn die homogene lineare 
Differenzengleichung nu‘ Ordnung P(y,) = 0 durch alle Lésungen der 
bomogenen linearen Differenzengleichung /‘** Ordnung Q(y,) =9 (k<n) 
befriedigt wird, so ist nach dem 2. Kap., V: 


 PY,) = BQYz); 


worin R ein homogener linearer Differenzenausdruck (1 —)** Ordnung 


ist, dessen Koeffizienten sich aus denen von P und ¢@ und deren suk- 


@ ,,@) (h) 
zessiven Werten rational zusammensetzen. Es sei nun ue Re eee ee 


eee), 


n) 
ein Fundamentalsystem von Q(y,) = 9, yo ; yo? eas eas y ee ys 
ein Fundamentalsystem von P(y,) = 0, so vende die von Null ver- 
schiedenen Funktionen 


1) Wallenberg, 2., 1. 2) W. 
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wo = ae); w= aye”), psi wo k) = Q(y ce 


der homogenen linearen Differenzengleichung ae = 0; und zwar 
bilden sie ein Fundamentalsystem derselben, da aus einer Relation 


n—k) k+1 (n) ) 
We? fo Sh Oe Ws = Q(o Oy 4. a Ge oe oe 0 


folgen wiirde, daB die Gleichung Q(y,) = 0 mehr als / linear unab- 
hangige Lésungen besitzt, was nach dem 2. Kap., HI unméglich ist. 
Ist umgekehrt w,, die allgememe Liésung der Gleichung R(y,) =0, 
so befriedigt jede Losung 7, der voilstiindigen Gleichung 
OY.) = Ws 
die Gleichung P(y,) = 0, da 


P(n,) = RQ(n,) = R(w,) = 9 


ist. Die allgemeine Lésung dieser vollstandigen Gleichung 


(1) > es (A) > (A) 
beg 0, 20 W864 saad, WA e419 


worin a raul Paes ee bestimmte Loésungen der zu Q(y,) =O ad- 


jungierten Gleichung Q(z,) = 0 sind, stellt daher auch die allgemeine 
Lésung von P(y,) =0 dar, da sie » wesentlich verschiedene willkiir- 
liche ,,Konstanten“ enthalt: w, enthalt » —k willkiirliche ,,Konstanten“ 
und jede der / Summen je eine additive willkiirliche ,,Konstante“. 

Als besonderen Fall behandeln wir die lineare Differenzengleichung 
erster Ordnung : 


(A) — Yu ; DeVoe Ge: 3) 
Ist uw, eine Lésung der reduzierten Gleichung 


(B) Ue Oy Ye = | . 
also nach dem 1. Kap., Ul, C: 


und setzt man 


so ergibt die Gleichung (A): 


Cy 41 U “a+ LEK U2, = Ge» 
oder, da ¢,,, =c¢, + Ac, und u,,,— p,u, = 0 ist: 
Gy GV , 
Wn OG, Ty ys RG Oa Fe epee 
w+ 1 x+1 


1) Lagrange, 1. (vgl. Boole, 1.). 
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worln @ und @’ »Konstanten" sind. Die allgemeine Lésung von (A) 


lautet also: 
Ve s 
Yn. = U, : eee 28 @ Uy 
xr+i1 


oder ausfiihrlicher geschrieben: 


(©) oY = TT? Fe +o] [>.; 
xt 


darin ist auch @ =@-’ eine ,,Konstante“, wahrend sich @ im ersten 
Gliede rechts gehoben hat, so daB @ stets gleich 1 gesetzt werden 
kann. — Hs sei noch bemerkt, daB die nicht lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordnung 


Dy Ue 44 aI Tey 4.4 tr Vy Uy aa 0 
nach Division durch w,w,,, mittels der Substitution y,—— in eine 
x 


lineare Differenzengleichung erster Ordnung transformiert werden kann. 


Beispiele: 
uae Yn.1—3Y,— a" (Seliwanoff). 
Hier ist g, —a*, p, = 3, also uw, = 3*. Der Ausdruck SS ar 
hat verschiedene Werte, je nachdem a+3 oder a= 3. Ist a+ 3, 


so ist 
ae 
a 1 Ta ee (+) 
3 Sb eee 
3 
und daher 
a” x 
Sy ey ae ee 
Ist dagegen a = 3, so ist 
ys e+ 3 7 i= 
also . . 
Yx ir: $a ; 3” S COR oO 
20 coe rel 2 1 eae ne) 
he: Nalco en ee yaaa 1 roar (Markoff, Seliwanoff). 


Die Gleichung 


Mast Rett ( Py +1 Pare Pot+k ) 
Yo Py De Peay? Piet e—4 
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hat offenbar die Lésung 


Y, = 0 D, Pa+4 ee 
daher ist hier: 


Pot hk—1 3 


_ (2%-+ 1) (Qa-+ 3) (2x + 5) Yar “% Ls: s 
= 8a+1 7 ey (2&8) Q-F 5) (22 47)” 


x 


De 1 ie 1 
ar gm ae DeTDGH D 16 (@ +8) (@ +3) 
il 1 
4 (Qa +3) (2a 5)? 
also 
1-9e--7 (2a + 1)(Qa+ 3) (Qe+ 5) 
Ur ae gt Stee sala 


bg = es ib) (Boole). preg 


: Y,= [ (2). 
rT /4,.-Aus der Rekursionsformel 
Yes Dawe Ye = 2 


Soll Yyo9 Lerechnet werden, wenn Y, = 0 ist. (Markoff). 
1 


i Orel t =a 2X pp 
Ya ~ oe ee = gt—1 2” % Uyee 


und durch zweimalige Anwendung der partiellen Summation *) 


1 Dx Bred 9, 0 o 
Ye = gai |2 (x 22x+1)+8)| ae 


da bei diesem Beispiel nur ganzzahlige w in Betracht kommen, so ist 
hier @ eine wirkliche Konstante, und zwar m = — 12 wegen y, = 0 
alsoz.-* 
2 ¢ 12 
= 22? — 8a > 1 ane) 
1) Nach der bekannten Formel 
S eal Pie 1 1 
u(@— 1)---(@ +m) 


m a(@+-1)--- (en — ‘Oe 
siehe z, B. Seliwanoff, 2., 8. 34 (vgl. 1. Kap., Il, B, Formel (b)) 


2) PX? Aq = Ug Vy — Atig > Un41 (siehe z. B. Seliwanoff, 2, S. 87; vel 
1. Kap., Il, B, Formel (h)). 


VI. Iteration linearer homogener Differenzenausdriicke. Symbolische Potenz. 93 


woraus 


Wop = 19212 =" 19919 


9100 


3 


~ 998? 
d. h. duBerst nahe 

pri ta AS ee 
folgt. 100 


VI. Iteration linearer homogener Differenzenausdriicke. 
Symbolische Potenz.*) 


Wird ein homogener linearer Differenzenausdruck n** Ordnung 


P(yz) =D, Yetn a5 Ds) Yetn—1 Seis oes = ps” Yr 


yiteriert®, d. h. mit sich selbst komponiert, so entsteht ein homogener 
linearer Differenzenausdruck von der Ordnung 2n: 


Py.) = PPY,) =P°Y,) = Pe P Yarn) HPO’ P Yorn ate + 0 Py.) 


derselbe wird befriedigt durch die Lésungen von P(y,)=0O und durch 
die Lésungen der vollstiéndigen Gleichung P(y,) =7,, wo ym, eine 
Lésung von P(y,) = 0 ist. Aus der letzteren Gleichung geht hervor, 
da8 das Iterationsresultat wesentlich z. B. von p” abhingt; und da 
man durch Multiplikation der Gleichung P(y,)=0 mit einer will- 
kiirlichen Funktion von x diesem Koeffizienten jeden beliebigen Wert 
geben kann, so liefert demnach die (ein- oder mehrmalige) Iteration 
einer homogenen linearen Differenzengleichung eine unendliche Menge 
von homogenen linearen Differenzengleichungen, welche mit der ur- 
spriinglichen Gleichung simtliche Lésungen gemeinsam haben. 

Wir wahlen nun als Ausgangsgleichung eine homogene lineare 
Differenzengleichung erster Ordnung: 


Pty,) = 524x414 a bn Yin = 0 


und iterieren sie 2-mal; die dadurch entstehende Differenzengleichung 
n't Ordnung P”(y,) = 0 besitzt zunachst eine Lésung von 


Yo +4 ty | fe (1) 
eee ag , also Yy, = rs = ae ; 
ax 


: Pr (1) ; Ves 
ferner eine Lisung von 5,4, ,,;—¢,Y, =, , also nach der vorigen Nr. V: 


(1) 


(1) Nee Be a Gy. 
Yr = Nx > fee Os ae is > Da UP 


Sy Ne $1 


: ke (2) : 
ferner eine Lésung von s,y,,;—¢,Y, =, » also: 


1) Wallenberg, 2., 8. 53 ff. 
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(Caine 
no =12 >- i Pas (1) DS 1 1 
—s* —d/ 4 —— — 
>- - ohn, x t S a 


(1) B25 1 (3) 
x 


usf. Die Differenzengleichung P”(y,) = 0 besitzt also die Lésungen 
1 Ti. ty 2 (1) 1 (3) () QV 
ns _ id, ns _ UP ae a ae oe ay 
(n) So tee 8 


von denen man ahnlich wie in Nr. I dieses Kapitels zeigen kann, dai 
sie voneinander linear unabhingig sind. 
Wiahlt man insbesondere ¢, = 1, so werden diese Lésungen: 


(1) 1 (2) (1) 1) @)_ ,@ paces ed) 
1 =P = De Se a 


(n) (1) e@(@—1)---@—n+2), P 
eae (e3 Me ee a 


8, eee 


aus ihnen ergeben sich durch geeignete lineare Verbindungen folgende 
Lésungen: 


1 1) @) (3) oi (3) (2) (n) n— 
ys — ns ? y = £1, ? Ya =X Ny (= 22 rE Up: Me te | Y. = x" tape 


Die Lésung ne” ist also nach unserer frtiheren Bezeichnung 
(3. Kap., Il) n- ee Lésung der Gleichung P”(y,) = 0; besitzt um- 
gekehrt eine homogene lineare Differenzengleiching O(y,) y,,) = 0. die 
n-fache Lésung 7,, so ist 


Q.) = RP"(y,), 
worm 


P.y,) = soe Yo+4 iar Y 


@2+1 


ist. Huieraus ergibt sich die Berechtigung unserer Terminologie. 
Die Differenzengleichung P”(y,) =0 Sent durch die Transformation 


(1) 1 
YR Oe ] [=-.» 
“20 


in diejenige Differenzengleichung iiber, welche die Lésungen 1, 2, 
“*,..., @”~* besitzt, d. h. in eine Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten, die man symbolisch folgendermaBen schreiben kann: 


Au, = (D—1)"u, = 0; 
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zwischen den n Lisungen y” von P“(y,) =0 bestehen n —2 homogene 
Relationen zweiten Grades von parabolischem Typus 


(k=1)) (+1 
y Y. Y,. 0. 


Wir wollen noch untersuchen, wann eine homogene lineare 
Differenzengleichung zweiter Ordnung 


Cor 
x 


Yona =F Ve Yn +4 5 iM ae 0) 


durch Iteration aus einer homogenen linearen Differenzengleichung 
erster Ordnung 


hervorgeht. Hg ist: ve 


1 
(ae, = teY) (Seu ee t.Yx) ) = heheh pater dy bse) S(t, ni bs) Yon a t2Yy.3 
es mu8 daher sein: 


Soe ivesi sheers eee 
[ , 3 oS , 
Se 44 a 52 Sn 44 < 
ty ¢ 
Setzt man * = u,, so wird 
~ ae 
% Z 
= OY tem 2 et ep s U rey 
a+1 “x+1 
ee. : ty 
also durch Elimination von —*—: 
a+1 
U, Und ae Ta Ux zB rt, = 0; 
Vy sy . Ny: hy . 
setzt man ferner u,=—, So geht diese Gleichung iiber in 


fe 
Vz42 a OE ate | 5 V.Ux ri 0, 


welche mit der vorgelegten Gleichung identisch ist. Aus ¢,=s,u,, 
t 


: CA. : eee 
=, =", ergibt sich: 
“xt 
A We wu? Us 
e+ x x = 
eI Ss. =w0 i = (NN) Feo 
Sy Vx g ge l I Ve d % 4 ‘ x : 
4 N, 1 2 ae 5 
darin ist uw. —=—~". wo y, eine Liésung der vorgelegten Gleichung 
x n , a ° 2) 5 =) 


zweiter Ordnung ‘bedeutet. Wir sehen also, daB die Koeffizienten q,, 
und yr, gar keiner Beschrinkung unterworfen sind, und kénnen den 
Satz aussprechen: 

Jede beliebige homogene lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung 
kann als Iteration einer homogenen linearen Differenzenglecchuny erster 
Ordnung dargestellt werden. 


1) Das Produkt ist symbolisch aufzufassen, 
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Durch Koeffizientenabzahlung erkennt man leicht, daB diese Higen- 
schaft auf Gleichungen zweiter Ordnung beschrinkt ist; fiir Gleichungen 
héherer als zweiter Ordnung, welche Iterationen von Gleichungen 
niedrigerer Ordnung sind, miissen zwischen den Koeffizienten stets 
Bedingungsgleichungen bestehen. —- Da die homogene lineare Difte- 
renzengleichung zweiter Ordnung sich stets als Iteration einer Glei- 
chung erster Ordnung darstellen laBt, so haben ihre Losungen nach 
obigem die Form: 


Ql). 
Yue = Ney » 


y® aD Es 0), ne med BE (Ge) = on ee 


1) Vgl. 2. Kap., II, 1. Anwendung, sowie 3. Kap., I, 1. Beispiel. 


Viertes Kapitel. 


Gruppentheorie 1. Teil. Transformation. 


AL Invariante Funktionen der Lésungen eines Fundamental- 
systems. *) 


Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichung 


(1) PO) = Yorn + Po Vein ts + poy, = 0, 


worin die p, gegebene rationale Funktionen von x bedeuten. Wir nennen 
irgend eine rationale Funktion eines Fundamentalsystems ye, pe 2, 
von Lésungen der Gleichung (1) und ihrer sukzessiven Werte y 


2 n : . . : 
ees ce, ae ie ae Te ... mit rationalen Koeffizienten eine 
invariante Funktion der Fundamentallisungen y{”, ..., y/” 


sukzessiven Werte, wenn sie als Funktion von fs ene y) und ihren 
sukzessiven Werten formal invariant bleibt, falls man y.”, y.”, ea y” 


und ihre sukzessiven Werte den Substitutionen der alleemeinen linearen 


homogenen Gruppe unterwirft, dh. y? (i= 1, 2,...,) durch 


x+1? 


und ihrer 


te ee ye slg CN gery: Din Ye G@=1, 2,...,m) 
und entsprechend ys G2 le? %) durch 


@ (1) (n) “ : 
Bee SO Volante et Orn Vanity (¢=1, 2,...,m) 


ersetzt, wobei die a,, ein System von n” beliebigen ,,Konstanten“ be- 
deuten, deren Determinante von Null verschieden ist (vgl. 2. Kap., H, B). 

Wir haben schon ein System solcher invarianten Funktionen 
kennen gelernt; denn die Koeffizienten p, der Gleichung (1) sind 


‘solche rationale Funktionen der qe, es y? und ihrer sukzessiven 


1) Guldberg, 1», 78, Kap. 1; vgl. Stephansen, 2. 
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Werte. Die Gleichung (1) laBt sich ja (vgl. 2. Kap., III) in Deter- 
minantenform folgendermafen schreiben: 


Y. +n?) Yutn—1) Es late UP 


(4) (4) (1) 
Yt? Sein te: Y, 


a 


Die Koeffizienten p” sind folglich darstellbar als Quotienten zweier 
Determinanten und bleiben daher invariant, wenn die y.”, See y 
einer linearen Substitution unterworfen werden, da Ziihler und Nenner 
sich mit derselben Determinante multiplizieren. (2. Kap., III.) 

Wir werden jetzt foleendes Theorem beweisen: 

Jede rationale invariante Funktion emes Fundamentalsystems y.”, ae 
yo” von Lésungen der Differenzengleichung (1) und ihrer sukzessiven 
Werte mit rationalen Koeffizienten lapt sich rational durch die p” und 
thre sukzessiven Werte ausdriicken.*) 

Wir bemerken zuerst: hat man irgend eine rationale invariante 
Funktion von y, is yo und ihren sukzessiven Werten mit ratio- 
nalen Koeffizienten, so kann man mit Hilfe der Gleichung (1) die 
n> und héheren sukzessiven Werte beseitigen und erhalt durch diese 
Reduktion eine rationale Funktion, die y, nas y und deren sukzes- 
sive Werte héchstens bis zum (m—1)*" enthilt, und, da die Glei- 
chung (1) rationale Koeffizienten enthalt, ebenfalls nur rationale 
Koeffizienten besitzt. 

Nach dieser Reduktion haben wir dann eine rationale Funktion 
bh CRT nue Bee uth eat Oe he haaeee oan ante 
deren Koeffizienten rationale Funktionen der po und ihrer sukzessiven 
Werte sind. Wir werden jetzt zeigen, da& die Funktion R in dieser 


: ! ; “ < 5 
Form frei von y| Rese: y und ihren sukzessiven Werten, also eine 


bloBe Funktion der p® und ihrer sukzessiven Werte ist. *) 
Man hat namlich: 


() (”), - , 2) eC) 
(3) R(c8 rere ee aay, Bie ee -) 
mal (1) (), ,, (A) aoe) 
= R(y! Ride eye Pp Rec howe ke els 


1) Analogon des Apped/schen Satzes aus der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen (Ann. de l’Ec. Norm. (2) 10, 391). 
2) Die Koeffizienten derselben sind rationale Funktionen von a. 
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wo die p? und ihre sukzessiven Werte in den Koeffizienten von R 
auf beiden Seiten dieselben geblieben sind. 

Wir kénnen nun die ,,Konstanten“ a,, so wihlen, daB fiir 
einen gegebenen, sonst aber willktirlichen Wert von 2, fiir welchen 
Diy Omer ye”) + 0 ist, die Funktionen 


aw? 


Z @) Z (m), (1) (Oh le. (n) 


Bee dhh OOS ia hye RE eg I gE #40) Gee dost) OO) a eae 


willkiirlich vorgeschriebene Werte annehmen. (Vgl. 2. Kap., II, A.) 
Hinge dann F& von irgend einem dieser Werte ab, so wire die 

Gleichung (3) unméglich; denn die rechte Seite ist von den a;, un- 

abhangig, wihrend die linke Seite einen bestimmten Wert mit den 


a,;, annimmt. Die Funktion & kann also nicht von den Te - 


4 
(n) (a) @) 
hints coat on 


G. are (fea seo 
ihrer sukzessiven Werte sein. Q. e. d. 

Ist die rationale Differenzenfunktion R(y,) keine absolute, sondern 
nur eine relative Invariante, d. h. multipliziert sie sich bei Er- 


a 


abhingen, sondern nur eine Funktion der p” und 


setzung der yo durch die oe mit einer von Null verschiedenen ,,Kon- 
stanten“: 

Rlz,| =chly,, 
so folet zunichst aus den Prinzipien der algebraischen Invarianten- 
theorie, daB c gleich einer ganzzahligen Potenz der Substitutions- 
determinante 


d= |a, | Gk 1, Ziv...) 


sein muB: c= 0”. Nun ist aber 


De, 20) = 8 DW, .. 9), 
also 
Rien) _ Flyel 


Dia) Piya 


d. oe ist eine absolute Invariante und daher nach obigem eine 
Ye 
rationale Funktion der Koeffizienten po und ihrer sukzessiven Werte. 


Folglich wird, da nach friiherem (2. Kap., III): 
D, = Diy.) = oH (— 1)"»? 


ist, R[y,] gleich einer rationalen Funktion der vp? und ihrer sulzessiven 
Werte, multipliziert mit einer Potenz von Lee 1)’. 


Die Determinante 


(v=0,1,....n—4—1,n—A-+1,..., ”) 
Y 


(A) (1) (2) (n) 
D; = \Yorv? Gage eee Yt 


Univ. of Arizona Library 
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ergibt sich z. B. leicht als Funktion der po ; wir haben namlich: 


D® 
p® = (4 he —— (vgl. 2. Kap., I), 


DY =(-1)'pP of J (—17n. 
Das Theorem von der Spare Funktion der Fundamental- 


lésungen findet eine Anwendung bei der Bestimmung der Bedingung 
dafiir, daB zwei lineare homogene Differenzengleichungen der Ord- 


nungen ” und m: 
EY.) = 07, (G2) 9) 


eine gemeinsame Lésung besitzen. 


. 1 y : = se 
Hs sei ys)... he ein System von Fundamentallésungen von 
x 


also: 


P(y,) = 0. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da 
die beiden Gleichungen eine gemeinsame Lésung besitzen, ist: 


0. (0.38 +--+ Cy) =0 


oder . 
C,Q. (ys?) + CQ, (YP) +--+ + €,Q,(y2”) = 9, 
wo die C ,Konstanten“ sind. Folglich hat man: 
a.) a) 6) | 
easb) Galt) ub) =8 


One gs tees Ont aie Oren) 


Die linke Seite dieser Gleichung ist eine relativ-invariante Funktion 
der Lésungen y, ied a, und man erhalt nach Division durch den 
Faktor o [J (— Depe die gesuchte Bedingung in der Form, daf eine 
rationale Funktion der Koeffizienten der gegebenen Gleichungen und 
ihrer sukzessiven Werte gleich Null ist (vgl. 2. Kap., IV). 
Beispiel. Man stelle die Bedingung dafiir auf, daB zwei lineare 
homogene Differenzengleichungen zweiter Ordnung: 
Yo+ oi Pr Yost + Vn Vex =~ OF 
Yo+9 af dae Sg 24x a 0 
eine gemeinsame Lésung besitzen.*) 
Auflosung: 
OQ Qe 41 <- Gn Un 4-4 es US Pitre = Ve Qo 44 Tt Px Po ad O, an pe 21 dex 
ee aaa A oe P Dn 41Un = 9- 
1) Stephansen, 2.; vgl. 2. Kap., Schlu8, 2. Betspiel. 
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Kine zweite Anwendung findet das Theorem iiber die invarianten 
Funktionen bei der Bestimmung derjenigen homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung, welche die Liésungen zweier gegebenen linearen 
homogenen Differenzengleichungen der Ordnungen » und m: P, CAR W 
und Q,(2,) = 0 besitzt. Es sei y, ..., y” ein System von 
Fundamentallésungen der ersten Differenzengleichung und 2”, ..., 2” 

3 uv x 
ein System von Fundamentallésungen der zweiten Differenzengleichung. 

Die gesuchte homogene lineare Differenzengleichung, deren Ord- 


nung » + m ist, schreibt sich dann: 


(1) eg ® (1) eg 


Dien « ogni G em tn ? ent ati x+m+n 
(1) (x) (1) (m) 
(4) Yo+mt+n—1 1 STS Fig Pe ON PU it a Oe 6 Seen ged see e2t+m+n—-1 27) 
(1) (n) (1) (m) 
Ee y,, Tak ee ? z,, se 


Die linke Seite dieser Gieichung ist eine relativ-invariante Funktion von 


Q) ,,@) 1) 


( 

Ue ? Yi hea UB cae 
(n) (n) (n) 

Y,, , Yo? er’, La re 

und von 

(1) (1) (1) 

é, ? 44 ene, haha ey 
(n) (n) (n) 

4, ? are et Sah atm+n~ 


Sie 1aBt sich folglich, abgesehen von dem Faktor o JJ(— 1)"*"p\q, 


als rationale Funktion der Koeffizienten der beiden gegebenen Diffe- 
renzengleichungen und ihrer sukzessiven Werte ausdriicken.’) 

Dieselbe Methode dient auch zur Bestimmung der linearen homo- 
genen Differenzengleichung, welche die Lésungen dreier oder mehrerer 
linearen homogenen Differenzengleichungen besitzt. — Besitzen aber 
die gegebenen linearen homogenen Differenzengleichungen gemeinsame 
Lésungen, so ist die aufgestellte Determinante (4) identisch Null, da 
sie eine oder mehrere identische Kolonnen besitzt. 

Man bildet in diesem Falle erst die lineare homogene Differenzen- 
gleichung R,(y,) = 0, welche die gemeinsamen Lisungen der beiden 
gegebenen Differenzengleichungen besitzt (den grdften gemeinsamen 
—Teiler, 2. Kap., V1). Die gegebenen Differenzengleichungen schreiben 

sich daher: 


1) Stephansen, 2.; vgl. 2. Kap., VI. 
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Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen 
S(u,) =O und T(u,) = 0 


haben dann keine gemeinsamen Lisungen. Man bildet dann nach der 
angegebenen Methode die lineare homogene Differenzengleichung: 


A(u,) a 
welche die Lésungen von S(w,) = 0 und 7(w,) = 0 besitzt. Die ge- 


suchte lineare homogene Differenzengleichung ist dann 
AR(y,) =0 (vel 2.Kap., VI): 


AuBer den bisher betrachteten invarianten rationalen Funktionen 


eines Systems von Fundamentallésungen y, Bes, y gibt es auch 


rationale Funktionen, die bei einer Deanne der linearen homogenen 
Gruppe invariant bleiben. 

Betrachten wir zum Beispiel die lineare homogene Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung'): 


Yor2 t PeYeri + U2 = 9%, 
so lautet die allgemeine lineare homogene Gruppe: 


6 = ay +a,y, 


oe Thee 


= Gy.” + a, 
Hine ihrer Untergruppen ist: 


oO =a ws aye 


(2) () (2) 
é, = asY, = a,Y., ) 
wo 
: yA, — AA, = 1 
ist. Der Ausdruck 

ee SC) (2) (4) 
(as ae Y, Yous an Y, Yn 


ist, wie man leicht verifiziert, invariant bei dieser letzten Gruppe. 
Er geniigt der linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung: 


At G,0;,=9. 


e+1 


Aufgabe. Wie bestimmt man die lineare homogene Gruppe, bei 
der eine gegebene rationale Funktion eines Systems von Fundamental- 
lésungen formal invariant wird? 


1) Guldberg, 7», Kap, II. 
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Beispiel. Es wird die Gruppe des Ausdruckes: 


1 (a), (2) (1) 
70 eee vey 


gesucht. 
Auf lésung: 20 fe ay® 


Qs 7 @) (2) 
If. Transformation einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung.*) 

Es sei 
(1) (n), (n) (1) 
ne= Blyy, ; +) Y, } Nees as Peal ies gelly 


wo Ff eine ganze rationale Funktion der Lésungen yor Pare y eines 
Fundamentalsystems der Gleichung (1) und ihrer sukzessiven Werte 
ist. Das allgemeine Problem der Transformation besteht darin, eine 
lineare homogene Differenzengleichung zu bilden, welche die Funktion », 


als Lésung besitzt. 
Um die Ordnung der gesuchten linearen homogenen ace ge 


: A : : o (n) 
gleichung in 7, zu bestimmen, ersetzen wir y, +» Y, aha site 


durch die Lésungen eines andern ie ortalisaten nee Siege: 


P feet aa”, 


. 1 2 n . 
O =4, a) + 4,, 2°) secenrt Oe 2 "2, (¢ = 1, 2,.:., n). 


Die Ordnung der linearen homogenen Differenzengleichung in 7, ist 
dann gleich der Anzahl der linear unabhingigen Glieder, die in 
dem transformierten Ausdruck fiir 7, auftreten. Hs sei p diese Anzahl, 


und es seien : 
(1) (2) (p 
Ce 2 re re; 

die p linear unabhangigen Glieder. Die lineare homogene Differenzen- 


gleichung in 7, ist sbaah 


(1) - pl) 
Net p Pie+p ee Pop 
(1) | te) 
Tp 1 hegre Ve hpi = (0, 
() (2) 
N.., D. sea QU 


1) Guldberg, 74, Kap. Il. 
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Die Koeffizienten dieser Gleichung sind augenscheinlich relativ- 


®..., 2 und ihren sukzessiven Werten 


invariaute Funktionen von 2; 

und daher nach Division ae einen gemeinsamen Faktor in # rational 

ausdriickbar durch die Koeffizienten der gegebenen Gleichung. 
Betrachten wir beispielsweise die lineare homogene Differenzen- 


gleichung zweiter Ordnung: 


PY.) = Yois + Peder EY, = 9%; 


und suchen wir die lineare homogene Differenzengleichung, deren 
Lésungen die Quadrate der Lésungen der gegebenen Gleichung sind. 
Wir setzen: 


(1) 2 
a TF Y,, 4 


Der allgemeine Ausdruck fiir 7, ist dann: 
if () (2)]2 
Ne a |, 2. Zn a, &,, | : 


Wir haben hier drei linear unabhingige Glieder: 


eee [eee dt [es 


Die gesuchte lineare homogene Differenzengleichung ist also im all- 
gemeinen von der dritten Ordnung. Sie ergibt sich in folgender 
Form: 


vit He eset | a “ext Pe 2 bess PePest Wept— ack es ate ie ro 0.3) 


Zwischen den drei Lésungen ne =< y on w = ye yO 3 = yo? 


x 


besteht die homogene quadratische Rate 


(2)2 te 
ns — 44% = 0. 


x 


Kine einfache Transformation ist die folgende: 


x 


ee (0)e Gl) @) (m) ,, (1) (3) 
(«) le os Ieam se a, Youm—1 petits e ee eke Aly ) ? 


wo die a, rationale Funktionen von x sind und y eine Lésung der 
linearen homogenen Differenzengleichung (1) ist. Man sieht leicht, 
da die lineare homogene Differenzengleichung in 7, im allgemeinen 
von derselben Ordnung wie die gegebene Gleichung ist. Hrstens sieht 
man, wenn m >, daB man mit Hilfe der Gleichung (1) die héheren 


1) Heymann, 1., 8. 410; vgl. Wallenberg, 2. 
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sukzessiven Werte y,44) Yeinsis +++) Ye +m aus der Formel (a) weg- 
schaffen kann, sodaB man zuletzt erhilt: 


Lm (1) (1) 1 
PSS IL Seat ee a eo aa Ys > 


wo die o, rationale Funktionen von sind. 


Nimmt man nun die sukzessiven Werte von 7, und eliminiert 
mit Hilfe der Gleichung (1) die héheren sukzessiven Werte yon Yous 
so erhalt man folgendes Gleichungssystem: 


a (1) 1) 
Re = Yorn a tit tM ys ) 


x 


Q) it 

Get ei eee tl Cin Ya 5 

Vl ee J ae aya ne 
Eliminiert man ae ar, Sees aus diesen 7+ 1 Gleichungen, so er- 
halt man die gesuchte Gleichung fiir 7,. 

Umeekehrt driickt sich die Lésung yo in derselben Weise durch 7, 

aus. Denn betrachten wir die ersten der vorhergehenden Gleichungen, 
die von erstem Grade in bezug auf - 


(1) (1) (1) 
Y, ? G44? ae ae Ug es 


sind, so erhalten wir insbesondere: 


y? an LPR Sa ae Bg Netin—2 ste a a Be tee 


Die Auflésung dieser » Gleichungen ersten Grades ist gestuttet; 
denn wire die Determinante des Gleichungssystems Null, so_bestiinde 
eine Relation mit rationalen Koeffizienten: 


Pitesti Aa iecao ast Ae a ly Ne = 
was unmoglich ist, da der allgemeine Ausdruck fiir 7, durch die 
Integrale der linearen homogenen Differenzengleichung (1) » linear 
unabhingige Glieder A(e”), ee A(ey”) enthalt, vorausgesetzt, dak 
die Gleichung 
ee? iy Veiga to! tS. Ye = 0 


nicht gemeinsame Integrale mit der Gleichung (1) besitzt, in welchem 
Falle die Gleichung in 7, augenscheinlich einer Reduktion unterliegt.*) 
Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen in y,, und 
‘4, heiBen Gleichungen derselben’ Art. 
Wir werden einige Sitze tiber solche Gleichungen entwickeln. 


1) Vgl. den folgenden Abschnitt. 
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Ill. Lineare homogene Differenzengleichungen derselben Art. *) 


Hat man zwei lineare homogene Differenzengleichungen 
(1) PY) = Vary ted nen at hae te Wao 
(2) Q(z) = Sat pi an hg? Alec at om a ap qe 2, ee. 0 


mit rationalen Koeffizienten, so sagt man, die Gleichung (2) gehort 
mit (1) zw derselben Art, oder ist mit (1) von derselben Art, wenn man 
durch die Beziehung 


Giee e ayeoy ee eee), 


wo die a, rationale Funktionen sind, von den Lésungen der Diffe- 
renzengleichung (1) zu denen der Differenzengleichung (2) tiber- 
gehen kann. 

Ist insbesondere in der angefiihrten Relation (3): 


Oe 
x 


so sagen wir, die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen 
sind dhnlich. 

Nach unserer Definition und den Auseinandersetzungen in Nr. I 
sind alle linearen homogenen Differenzengleichungen, die mit einer 
vorgegebenen von derselben Art sind, mit ihr von gleicher oder 
niedrigerer Ordnung. 

Ist » > m, so wird man nicht durch eine zu (3) analoge Relation 
von dem allgemeinen Integral von (2) zu dem der Gleichung (1) 
iibergehen kénnen; ist also n> m und die Gleichung (2) mit (1) von 
de:selben Art, so ist nicht auch (1) mit (2) von derselben Art. Die 
eingefiihrte Beziehung ist also nicht wechselseitig. Ist die Gleichung 
(2) mit (1) von derselben Art und auch (1) mit (2) von derselben 
Art, so sagen wir: die beiden linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen sind g gegensertig von derselben Art, oder auch kurz, sie 
sind yon derselben Art; in diesem Falle miissen nach obigem beide 
von derselben itera sein. 

Aus unserer Defrition folot unmittelbar: 

Ist die Gleichung (2) mit (1) von derselben Art und die Glei- 
chung (1) mit einer anderen linearen homogenen Differenzengleichung 
n** oder héherer Ordnung, die auch rationale Koeffizienten hat, von 
derselben Art, so ist auch die Gleichung (2) mit dieser von der- 
selben Art. 


1) Guldberg, 8. 
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Hs mégen Phe ye pee y ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen von P(y,)=0 bilden; bezeichnen ,, uy, ..., «, irgend n 
»Konstanten“, so ist, wenn die Differenzengleichung Q(y,) —0 mit 
der Differenzengleichung P(y,) = 0 zu derselben Art gehdrt und der 
Ubergang von den Integralen von (1) zu denen von (2) durch die 
Relation (3) vermittelt wird, 


4(S'0.9!) 
1 


stets ein Integral von Q(y,)=0, und ferner sind in der Form 


A{ Dive) all Integrale von Q(y,) = 0 enthalten; denn PH 
1 


ist das allgemeine Integral der Gleichung P(y,)=0. Da 


A( Sve) — Dv.) 
B 1 


ist, so folet, da8 unter den » Funktionen 
A (y”) . Aly), ee, Aly”) 


die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen der Gleichung 
Q(y,) = 9 enthalten sein miissen. 

Ist Q(y,) =9 eine lineare homogene Differenzengleichung von 
der Ordnung m=n—v, so kann die Gleichung Q(y,) = 0 nur m 
linear unabhiingige Integrale besitzen. Mithin mu8 ein System von 
| ir re a 
pad ogi 
einander unabhingigen Relationen: 


l=n l=n 
D442) =9, 4,402) =, -- Dd4,4(y7) = 0 
t=1 t=1 


n-v ,Konstanten“ 1,, ( ) derart existieren, da die v von 


l=1 
zwischen den Funktionen A (y.”), Aly,), ar A(y*”) bestehen. Das 
soeben hergeleitete Gleichungssystem sagt aus, daB die y Funktionen 


t=n l=n 


t=n 

Pa 1 >: (2) () 
dee Ao Vn eee) 7, Day. 

t=1 t=1 B=) 


y unabhingige Integrale der linearen homogenen Differenzengleichung 
A(y,)=0 sind. Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen 
P(y,) =0 und A(y,) =0 haben daher v linear unabhiingige Integrale 


gemeinsam. 
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l= 
Angenommen, Usk y, wobei 4,,,, @=1,2,..., n) n ,,Kon- 
fet 
stanten“ bedeuten, sei ein (v + 1)* gemeinsames partikulares Integral 
der beiden Gleichungen P(y,) = 0 und A(y,) = 0, und dieses Integral 
sei keine lineare homogene Kombination mit konstanten Koeffizienten 
der schon gefundenen gemeinsamen Integrale; so folgt aus 


t=n 


4(S..,at) =0 


t=i 


eine (v-+1) von den schon vorhandenen vy Relationen unabhingige 


Relation 
t=n 
23 Ay st, A (y) == 0 
(pa ' 


‘gwischen den Funktionen Aly.”), A(y,’), Areal Aly”). Da die 


Gleichung Q(y,) =0 von der Ordnung n — y ist, so kénnen zwischen 
den » Funktionen Alyy’), Aly,), aa Aly’), die unter sich die 
Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von Q(y,) = 90 
enthalten, nur v unabhiingige Relationen bestehen; daher ist unsere 
Annahme falsch. Mithin haben die beiden linearen homogenen Diffe- 
renzengleichungen Q(y,)=0 und A(y,) =O genau v linear unab- 
hingige Integrale gemeinsam. Hieraus folgt die Existenz einer linearen 
homogenen Differenzengleichung R(y,) = 0 von der Ordnung v mit 
rationalen Koeffizienten, welche die den beiden linearen homogenen 
Differenzengleichungen P(y,)=0O und A(y,)=0O gemeinsamen vy line- 
aren unabhingigen Integrale zum Fundamentalsystem besitzt. Wir 
gewinnen also den Satz: 

Gehort eine lineare homogene Differenzengleichung (n-—v)*" Ordnung 
mit emer linearen homegenen Differenzengleichung n® Ordnung zu der- 
selben Art, so existiert eine lineare homogene Differenzengleichung v'” 
Ordnung mit rationalen Koeffizienten, deren sémtliche Bete der 
Differenzengleichung n*” Ordnung geniigen. 

‘Der Artbegriff wird vertieft und vereinfacht durch den Begriff 
des kleinsten Vielfachen (2. Kap., VI) in Verbindung mit dem nun- 
mehr einzuftihrenden Begriff des ,,inversen Differenzenausdruckes“*): Es 
seien P(y,) und R(y,) zwei homogene lineare Differenzenausdriicke von 
der Ordnung p bzw. r ohne gemeinsamen Teiler, sodaB die Resultante A 
der beiden homogenen linearen Differenzengleichungen P=QO und 
i =0 (2. Kap. IV u. VI) von Null verschieden ist. Wir bestimmen 


1) Guldberg, 10. (vgl. Heffter, Journ. fiir Math. 116, 161 ff). 
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nun einen homogeneu linearen Differenzenausdruck P_, von der Ord- 


nung y—1 durch die Gleichung: 


worin 7’ ein homogener linearer Differenzenausdruck von der Ordnung 
p—1 ist; fiir die Koeffizienten von P_, und 7 erhilt man durch 
eine ganz analoge Rechnung wie im 2. Kap., VI ein nicht homogenes 
lineares Gleichungssystem, dessen Determinante gerade A ist. Ist 


nun y® eine Lésung von R= 0, so folgt aus (4): 
(5) te did a 


wir nennen daher P_, den zu P in bezuy auf den Modul R inversen 
Differenzenausdruck. Fiir das kleinste Vielfache V der beiden Aus- 
driicke P und R gilt nach dem 2. Kap., VI die Gleichung: . 


(6) V=SP=QR, 


worin S und @ homogene lineare Differenzenausdriicke von der Ordnung’ 
y bzw. p sind; aus dieser Gleichung folgt: 


(7) Py) =a; 
worln y eine Lésung von S = 0 bedeutet. Ist p<r—1, so gehért 


daher die Gleichung S = 0 mit & =O zu derselben Art. Ferner folgt 
aus (5) und (7) sofort: 


(8) | Py) yes 


die Gleichungen R=O und S=O sind also gegenseitig von derselben 
Art. Ist umgekehrt S=0O mit R—=O von derselben Art, so folgt 
aus (7), daB SP durch F# teilbar sein muB: SP= QR. 

Man erhiilt also sdmtliche Gleichungen S=0, die mt R=O zu 
derselben Art gehiren, indem man das kleinste gemeinsame Vielfache 
von R und dem allgemeinsten homogenen linearen Differenzenausdruck 
(yr —1)” Ordnung P bildet. — Besitzt mit P einen gemeinsamen 
Teiler von der Ordnung v, so wird S von der Ordnung r—v und 
umgekehrt (vgl. 2. Kap., VI), was mit dem obigen Satze tibereinstimmt. 


IV. Assoziierte Differenzengleichungen. ’) 


Die Theorie der Transformation einer linearen homogenen Diffe- 
renzengleichung fiihrte uns durch eine spezielle Transformation zur 
Betrachtung der linearen homogenen Differenzengleichungen derselben 
Art. AuBer diesen gibt es noch eine interessante Klasse von linearen 


1) Guldberg, 4, 11. 
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homogenen Differenzengleichungen, die durch eine andere einfache 
Transformation hervorgehen. 
Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichung: 


(1) PY.) =Youn + Bs Yount =paes -+ py, =0, 


wo die p, rationale Funktionen der @ sind. Hs sei y.”, Se yo 


System von Fundamentallésungen. 
dieser Lésungen: 


Wir betrachten die Determinante 


(1) (2) (n) 
Y.. ? Y, ? Poe ye 
(1) y y y Ysa y 
, x > ete ary, 
A (ys A ee y. )= | e+ +1 a+ 
| Syn 
y (2) (n) 
ly w+n-1? UE eke ae er ae ae 


Diese Determinante geniigt nach friiherem der lmearen homogenen 
Differenzengleichung erster Ordnung: 


Ro Ae 


Wir werden nun untersuchen, welcher Gleichung die aus denselben 
m Zeilen von A entnommenen Subdeterminanten geniigen. 

Wir denken uns die simtlichen Subdeterminanten m‘* Ordnung 
dieser Determinante gebildet, wo m< mn; die Anzahl dieser Sub- 
determinanten ist gleich 


9 {Ae—o om rey" in 2 
y= a . 
1-2---m i 
Diejenigen dieser Subdeterminanten, die aus den Elementen des 
Systems 
(1) (2) (m) 
y, y, Pe 
(1) (2) (m) 
eb ae oa ae oad 
(1) (m) 
oo ae 1 hte Leas 1 aN 
gebildet sind, wollen wir durch 
11 21 vi 
ae) orice 
bezeichnen und insbesondere 
i Q)  @) m) 
W, = Diy; »Y,» ee ty 


nehmen. Ferner bezeichnen bas es Determinanten, die aus ue da- 


durch entstehen, daB man die y" ; ey ee ye” und deren sukzessive 
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Werte durch die sukzessiven Werte gleich hoher Ordnung irgend einer 


anderen Kombination von m verschiedenen Lésungen y™, y, . y” 
5 EOP LED eS SS tek 


ersetzt, mit 


k2 k3 ky 
ert U., ) 


sodaB also die 
Cay b Sa ORE ae 


cd 
jene v* Subdeterminanten m‘* Ordnung darstellen. Diejenigen Deter- 
minanten, welche aus 
11 zi vi 
U u 


u Prats Re 


eee. 


hervorgehen, wenn wir in denselben an die Stelle von y" ey Fs y.” 


irgend ein System von m linear unabhingigen Lisungen 9, 9, ..., yi” 


der Gleichung (1) setzen, mégen endlich bezeichnet werden ane ch 


Bilden wir die sukzessiven Werte von u? und schaffen die eventuell 
auftretenden sukzessiven Werte héherer als (#—1)** Ordnung der 
9, GO, ..., 9 mit Hilfe der Differenzengleichung (1) fort, so ist 
offenbar: 


@ (1) @) iv) 
We = OL Ce + 9," Us ee cig Fe Me 


und ebenso eae 
2) SAG Rs Se a 


wo die ee rationale Funktionen bedeuten, die sich aus den Koeffi- 
zienten von (1) und deren sukzessiven Werten durch rationale 
Operationen zusammensetzen lassen. 

Die Gleichungen (2) bleiben, wie aus ihrer Bildungsweise sofort 
zu tibersehen ist, bestehen, wenn man in denselben die ue, we aie ui” 
durch irgend eines der Systeme 

uu, ee «(k= 1, 2,..., r) 
ersetzt. 

Nehmen wir die Gleichungen (2) fiir 4 = 1,2,...,v, und denken 
wir uns aus den so entstehenden v Gleichungen die v—1 Gréfen 


ul, k==7, eliminiert, so oe sich eine Gleichung von der Form: 


(3) Py! ale Bes 1) a ote ps u? — 0, 


a us, Brig 


42 


: : i1 j iy be ; 
der die Funktionen w\’, w,, ..., wu,’ Geniige leisten und deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von @ sind. 


- 
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Wenn oe von Null verschieden ist, so ist also die Differenzen- 
gleichung (3) auch wirklich von der Ordnung v. Wenn wir fiir 1= 1 
den Index 1 in der Gleichung (3) weglassen, so gentigt also ui fiir 
jede Wahl der Te aoe ..., 9” der Differenzengleichung: 


(4) HA ar ae dae reat Sa eae POU, a 0, 
die demnach auch durch Le U,, +--+, U,” befriedigt wird. Da nach 
Voraussetzung P ) = |; Q,” ae i : e wie é n) von Null verschieden 


ist, so kann man aus den page eas (2) tor 7=1, 4—= 172) .4,9—1 


die v —1 Gréfen ee es ue ) berechnen und erhilt 


(#) ae es (Gl) (4) yt. (2) 
wu, = YU + 4 These et TES ge hE i ee (4 = 2, 3, ..25%); 


worin die x rationale Funktionen von w sind; die Differenzenglei- 
chungen (3) fiir 7 = 2, 3, ..., v gehdren daher mit der Differenzen- 
gleichung (4) zu derselben Art. 

Die Differenzengleichung v* Ordnung (4), P® +0, nennen wir, 
analog wie in der Theorie der linearen Differentialgleichungen, die 
(n—m)* der gegebenen Differenzengleichung (2) assoziierte Differenzen- 
gleichung. Von besonderem Interesse ist die erste Assoziierte, welche, 
wie man sofort sieht, in engem Zusammenhange mit der adjungierten 
Differenzengleichung (vgl. 3. Kap., IV) steht. Durch die vollstindige 
Analogie zwischen der einer linearen homogenen Differentialgleichung 
zugeordneten assozilerten Differentialgleichung und der einer linearen 
homogenen Differenzengleichung assozilerten Differenzengleichung lassen 
sich die meisten formalen Satze tiber assoziierte Differentialgleichungen 
ohne weiteres auf assoziierte Differenzengleichungen tibertragen. 

1. Beispiel. Hs sei gegeben die lineare homogene Differenzen- 
gleichung dritter Ordnung: 


Yn 4.3 =e Y543 + py, + py, 


(8) 


Hs sei y, y®, y 


ein System von Fundamentallisungen. Wir 
setzen ; 
(1) y @) (2) | 

one |. @ | 9s Ye 


| (1) (2) | 
| 
ly (a) i ) Ber Vota) te 


Oe | Yot1 Yor 


(1) (2) 
Y 249 Yor2 | | Yn 42 Uae 


? x 
Yet Yn 44 


Die erste assoziierte Differenzengleichung, die von der Ordnung 


75 = 38 ist, lautet: 


3-2 
-2 


(2) (1), (8) (8), (3) 
i me ea) Le) ex+2 eam ee Prat th egies Pe agl eS 
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Kin System von Fundamentallésungen ist 


y (2) | 


C (3) y® 
E ay rf @ |? “e al e CMe weer |" 
or Gent, spot te) yo, 1, 
Ferner ist 
(2) 
Owen t ey oe ts PAC) 
Ww, i p) Wiad p) 2+2? us Una: 


2. Aufgabe. Ein System von Fundamentallésungen der 2%, 
3%, ..., (w—2)*" assoziierten Differenzengleichungen befriedigt nicht 
lineare homogene algebraische Gleichungen. Man bestimme diese 
homogenen Relationen fiir die zweite assozilerte Differenzengleichung 
einer linearen homogenen Differenzengleichung vierter Ordnung. (Vel. 
Schlesinger, Handbuch II, 8. 138 ff.). 

Auflodsung. Die sechs Determinanten 


vy, oe ce oh Pons =o, (,k=1,2,3,4, 1<k) 


bilden ein System von Fundamentallésungen der assoziierten Gleichung. 
Die gesuchte Beziehung ist: 


(949 34 — C43 oq + 14095 = 0. 


3. Aufgabe. Ubertragung der Untersuchungen iiber assoziierte 
Differentialgleichungen (Schlesinger, Handbuch II, 8. 151 ff.) auf Diffe- 
renzengleichungen. 


% 


Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 8 


Fiinftes Kapitel. 
Reduzibilitat. 


I. Begriff der Reduzibilitit einer lincaren homogenen 
Differenzengleichung.*) 


Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichung #‘** Ord- 
nung: 


(1) PY.) HY pp FPL Yeap ti te y, = 9. 


Wenn man iiber die Natur der Koeffizienten p, keine besonderen 


. os k : 
Voraussetzungen macht, kann man jede Loésung y der limearen 


homogenen Differenzengleichung (1) als Loésung der Differenzen- 
gleichung erster Ordnung: 
k 
ee 
Yo44 “y®) 2 


auffassen und dementsprechend (vgl. 3. Kap., III) die linke Seite P(y,) 
von (1) aus 7 linearen Differenzenausdriicken erster Ordnung zusammen- 
setzen. 

Fiir das analytische Studium der Funktionen, die durch die Diffe- 
renzengleichung (1) definiert werden, ist aber eine solche Zerlegung 
in lineare Differenzenausdriicke erster Ordnung nur von geringer Be- 
deutung, wie auch die entsprechenden Zerlegungen bei algebraischen 
Gleichungen und linearen Differentialgleichungen gezeigt haben. 

Es erweist sich daher notwendig, den Begriff der Reduzibilitat 
in die Theorie der linearen homogenen Differenzengleichungen ein- 
zuftihren. Hs ist zuerst nétig, eine besondere Voraussetzung iiber 
die Natur der Koeffizienten p? der gegebenen Gleichung (1) zu 
machen. Wir setzen voraus, daf sie rationale Yunktionen von « sind. 

Die Gleichung (1) heiBt dann irreduzibel, wenn sie mit keiner 
linearen homogenen Differenzengleichung niedrigerer Ordnung, deren 
Koeffizienten ebenfalls rationale Funktionen von x sind, eine Loésung 


1) Pincherle (u. Amaldi), 9, Kap. X; Guldberg, 1» (19. Okt. 1908). 
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gemeinsam hat; im entgegengesetzten Falle heiBt die Differenzen- 
gleichung (1) reduzibel. 

Eine homogene lineare Differenzengleichung erster Ordnung mit 
rationalen Koeffizienten wird stets als irreduzibel angesehen, da eine 
homogene lineare Differenzengleichung nullter Ordnung uur die triviale 
Lésung y, = 0 besitzt. 

Der so gefaite Begriff der Irreduzibilitit ist nattirlich ein rela- 
tiver, indem er wesentlich von den tiber die Natur der Koeffizienten 
der Differenzengleichung getroffenen Annahmen abhingig ist. Man 
sagt im allgemeinen, dab die Koeffizienten einer linearen homogenen 
Differenzengleichung einem bestimmten Rationalitdtsbereiche (2) an- 
gehéren, wenn sie einem System von Funktionen der unabhingigen 
Variablen x angehéren von der Beschaffenheit, daf Summe, Differenz, 
Produkt und Quotient je zweier ihm angehérigen Funktionen sowie 
der sukzessive Wert f(v7+1) jeder ihm angehérigen Funktion f(x) 
gleichfalls in dem System vorkommt. 

Hine lineare homogene Differenzengleichung mit Koeffizienten 
aus & heift in bezug auf den Rationalitiitsbereich Y irreduzibel, wenn 
sie mit keiner linearen homogenen Differenzengleichung niedrigerer 
Ordnung, die ebenfalls nur Koeffizienten aus & besitzt, eine Lésung 
gemeinsam hat; anderenfalls heift sie in dem Rationalititsbereich 2 
reduzibel. 

Hinen Rationalitaitsbereich 2 bilden z. B. alle rationalen Zahlen 
oder alle reellen Zahlen oder die Gesamtheit aller rationalen Funk- 
tionen der Variablen x. 

Wir beschrainken uns in den folgenden Untersuchungen also auf 
den Rationalitatsbereich aller rationalen Funktionen von 2. 

Wir stellen nun eine Anzahl von Sitzen auf, die denen fiir die 
algebraischen Gleichungen und die linearen homogenen Differential- 
gleichungen analog sind. 

Angenommen, die lineare homogene Differenzengleichung P(y,)=0 
sei reduzibel, und die Differenzengleichung niedrigerer (m‘**) Ordnung 


( 
Q(Y,) = Yn ts pe a ihe —1 + ie ak q,, 


worin die qg” rationale Funktionen von a sind, mit der sie eine 
ax 

Lésung gemeinsam hat, sei irreduzibel. Nach dem 2. Kap., [V kénnen 

wir P(y,) in der Form schreiben 


P(y,) = RQ.) + SYe); 


wo S(y,) einen Differenzenausdruck bedeutet, der von niedrigerer Ord- 
nung ist als Q(y,), der durch die gemeinsamen Lésungen von Pig Ve) 
und @Q(y,) =0 annulliert wird und dessen Koeffizienten rationale 


Funktionen von # sind. Da Q(y,) =0 als irreduzible Differenzen- 
g* 


m) 


Yad 0, 
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gleichung mit keiner Differenzengleichung S(y,) = 0 niedrigerer Ord- 
nung und mit rationalen Koeffizienten eine Lésung gemeinsam haben 
kann, so muB8 S(y,) identisch verschwinden, d. h. es ist: 


P— RQ; 


folglich wird P(y,) =0 durch sdmtliche Liésungen von Q(y,) =0 
befriedigt. 

Wenn also eine homogene lineare Differenzengleichung mit rationalen 
Koeffizienten mit einer irreduztblen Differenzengleichung mit rationalen 
Koeffizienten eine Lisung gemeinsam hat, so wird sie durch alle Losungen 
der irreduziblen Dijferenzenglerchung befriedigt. 


Sind nun ~ 
Py.) =9, QYz) = 


zwei lineare homogene Ditferenzengleichungen, beziehungsweise 1‘ 
und m'* Ordnung (m >) mit rationalen Koeffizienten, so haben wir ge- 
sehen, daB man die Frage, ob sie und welche Integrale sie gemeinsam 
haben, durch ein Verfahren beantworten kann, welches demjenigen 
zur Aufsuchung des gréBten gemeinsamen Teilers zweier ganzen Zahlen 
oder zweier ganzen Funktionen véllig analog ist (vgl. 2. Kap., IV). 
Es sei m >, dann kénnen wir die Kette von Identitaten bilden: 


= Ri, P a P,, 
(a) RRP Ps. 


Piay= fe pP, ae Pegs 
wo alle #, und P, rationale Koeffizienten haben, und, wenn », die 
Ordnung yon P,, ist, 


Me Ne 


ist; diese Ungleichungen haben zur Folge, daS man endlich zu einem 
verschwindenden , gelangen mu, nimlich spiitestens fiir k = m+ 1. 
Hs sei ,,, das erste verschwindende »,, so ist P,,, entweder von 
der Form r(x)y,, wo r(x) eine rationale Funktion von « ist, oder 
P,,, ist identisch gleich Null. Im ersten Fall haben die Differenzen- 
gleichungen P=O, Y=O nur die triviale Léisung y=0O gemein. 
Ist aber r(a) = 0, so sind alle Integrale von P,=0O auch Integrale 
vou P =O; und! 3): 0: 

Hieraus folgt: 

Wenn eine lineare homogene Differenzengleichung reduzibel ist, so 
gibt es eine lineare homogene Differenzengleichung niedrigerer Ordnung, 
deren siimtliche Integrale der vorgelegten geniigen. 

Ist die Gleichung P,=0O wieder reduzibel, so liefert dasselbe 
Verfahren eine Differenzengleichung von niedrigerer Ordnung, deren 
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simtliche Integrale der Gleichung P,=0 und folglich der Gleichung 
P—O gentigen; fihrt man so fort, so mu8 man endlich zu einer 
irreduziblen Differenzengleichung Q, = 0 kommen, die alle ihre Inte- 
grale mit P =O gemeinsam hat. 

Wenn also eine lineare homogene Differenzengleichung P=0 reduzibel 
ist, so gibt es stets eine oder mehrere irreduzible Differenzengleichungen, 
die thre sdmtlichen Lisungen mit P = 0 gemeinsam haben. 

Wenn die Differenzengleichung P= 0 durch alle Integrale der 
irreduzibeln “Gleichung Q, = 0 befriedigt wird, so ist 


P=Rf,Q, 


wo #, ein Differenzenausdruck mit rationalen Koeffizienten in x ist; 
ist die Gleichung F, = 0 wieder reduzibel, und bedeutet Q, = 0 eine 
irreduzible Gleichung, deren Integrale f, zu Null machen, so ist 


Ry, r=} Ry Qs 5 


wo ft, ein Differenzenausdruck mit rationalen Koeffizienten ist; sollte 
RR, = 0 abermals reduzibel sein, so hatte man so fortzufahren; schlieB- 
lich erhalt man fiir die linke Seite der Gleichung P = 0 die Form: 


Lee Q, 1-1 +» WU, 
wo die simtlichen Differenzengleichungen Y, = 0 irreduzibel sind und 
die Summe der Ordnungszahlen der Differenzenausdriicke Q, ...Q, 
gleich der Ordnungszahl von JP ist. 

Eine solche Zerlegung eines linearen homogenen LDifferenzen- 
ausdruckes P in irreduzible Faktoren ist aber durchaus nicht ein- 
deutig bestimmt (vgl. Nr. II d. Kap.). Dies zeigt das folgende 

Beispiel: Hs sei 

Ply) =2(0 + 1)Yp49— 20(@ + 2)4e41 + (+2) (041g, = 0 
und : 
Bo x+2 

S(y,) =e Gay 5 wh (x sie 193 TY.) = a +1 Yu+t Pee e+1 Yx- 
Wir haben dann: 

PYy,) = QRY,); PY.) = TSY,)- 


Die Bedeutung des Begriffes der Irreduzibilitat in der Theorie 
der linearen homogenen Differenzengleichungen liegt darin, da redu- 
zible lineare homogene Differenzengleichungen gewisse Lésungen haben, 
die einfacher sind als die allgemeine Lisung. Da man durch die 
Kenntnis einer Anzahl von partikularen Lisungen das Problem der 
Integration yereinfachen kann, so ist es klar, dab es von Wichtigkeit 
ist, festzustellen, ob eine Differenzengleichung reduzibel ist, und wenn 
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das der Fall ist, diejenigen Lésungen abzusondern, welche den Diffe- 
renzengleichungen niedrigerer Ordnung geniigen. 

Die Aufgabe, zu entscheiden, wann eine vorgelegte lineare homo- 
gene Differenzengleichung reduzibel ist, laBt sich auf die Frage redu- 
zieren, wann eine lineare homogene Differenzengle:chung eine solche 


U ; 
“. . wt . . . . 
Lésung w, besitzt, dab See eine rationale Funktion von @ ist. 


x 
Es sei namlich P(y,)=0 eine homogene lineare Differenzen- 
Yor . . . . . 
gleichung ** Ordnung mit rationalen Koeffizienten, die mit der 
irreduziblen homogenen linearen Differenzengleichung m‘* Ordnung 


Q(y,,) =O die Lésungen a, os ty y” gemeinsam hat. 


Wir betrachten die Determinante: 


(0) (t) (m) | os 
iS es Ue eee oes Very ls &=O1,..-,m—I), 


und die m Determinanten 


(A) (1) (m) Se 
ik; — es yes, See Uehealk: | (i= OA Ess m—A—1, m—A+1,...,m), 


(== 4, 2555.0): 
0) 
Am 


Koeffizienten der Gidea Q(y,) =0 sind; ferner ist AY = J] (—1)"r(@), 


wo r(x) eine rationale Funktion von « ‘ep von derselben Form sind 
(4) 
a+ 
AW 


ae 


Die Quotienten miissen rationale Funktionen von 2 sein, da sie 


dann auch die AS, sodaB rational ist. 


Nun wissen wir andererseits aus der Theorie der assoziierten 
Gleichungen, da diese Determimanten Lésungen von linearen homo- 
genen Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten sind. Hine 
dieser assoziierten Gleichungen besitzt daher eine solche Lésung w,, 


UW 
daB carl rational ist. Ist dieses ftir simtliche assoziierte Gleichungen 


gepriift worden, so hat man mit den gefundenen Lisungen die még- 
lichen Werte fiir [Ss und Ae bestimmt und folglich auch ihre 
Quotienten. Man hat dann die Ae und Ig so zu kombinieren, da 
A” Se? 

ihre Quotienten 7} rational sind. Fitir jede so gebildete lineare 
homogene Differenzengleichung m'* Ordnung muf untersucht werden, 
ob. ihre allzemeine Lésung der Gleichung Pas 0 geniict. 

1. Aufgabe. Wie lautet die allgemeine Form einer linearen 


homogenen Differenzengleichung zweiter Ordnung, wenn sie redu- 
zibel ist? 


Il. Die Zerlegung homogener linearer Differenzenausdriicke. 119 
Auflosung: 
Yor a5 PrYr +1 <= RY, =f Ban). = 0 ? 


wo fi, eine rationale Funktion von w ist. 
Ein System von Fundamentallésungen ist: 


t= 1 es 9! Ho! >a, 


worin 


Beisyiel. Die Gleichung: 


x2 2 
Ua 25 Yet sie — Uf 0 


a+t+2 


x 


ist reduzibel (vgl. das vorhergehende Beispiel). Hier ist p,—=—2 


1 
es Die beiden Fundamentallésungen sind yo = oe 


und ~ i, = 


(2) 
Y, 


1 
ae 
= 27 

2. Satz. Jede lineare homogene Differenzengleichung, die viel- 
fache Lésungen besitzt, ist reduzibel. (Guldberg, 3.; vgl. 3. Kap., IL) 

3. Satz. Gehort eine lineare homogene Differenzengleichung 
(n—v)* Ordnung mit einer linearen homogenen Differenzengleichung 
n** Ordnung zu derselben Art, so ist die letztere reduzibel. (Guld- 
berg, 8., vgl. 4. Kap., UI, SchluB.) 

4, Satz. Wenn eine lineare homogene Ditterenzengleichung n‘** Ord- 
nung irreduzibel ist, so sind simtliche linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen derselben Art irreduzibel. (Guldberg, 10.) 

5. Satz. Wenn eine lineare homogene Differenzengleichung n‘* Ord- 
nung reduzibel ist, so sind simtliche linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen derselben Art reduzibel oder von niedrigerer als »'*" Ord- 


nung. (Guldberg, 10.) 


Il. Die Zerlegung homogener linearer Differenzenausdriicke 
in irreduzible Faktoren. ') 


Ist 


n n— t 0 A 
Pappy, +o yg at TPs Yous + Pe Ye = 9 


L+n 
eine lineare homogene Differenzengleichung n‘** Ordnung mit rationalen 
Koeffizienten, so kann man den linearen homogenen Differenzenaus- 
1) Guldberg, 6; vgl. die analogen Untersuchungen tiber homogenene lineare 
Differentialgleichungen yon A. Loewy, Math. Ann. 56, 565 ff. 
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druck P in irreduzible Faktoren zerlegen: 


P= Q,01-1 Qi +++ Oe, 


sodaB die Summe der Ordnungen dieser Faktoren gleich der Ordnung 
von P wird; Q,=0, Q,_1=9,..-, Q@ =0, Q, =O sind irreduzible 
homogene lineare Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten. 
Eine solche Zerlegung eines linearen homogenen Differenzenausdruckes 
P in irreduzible Faktoren ist, wie wir sahen, durchaus nicht eindeutig 
bestimmt. Es gilt nun der Satz: 

Auf welche Art und Weise auch immer ein linearer homogener 
Differenzenausdruck in irreduzible Faktoren zerlegt wird, so kann man 
die Faktoren einer jeden Zerlegung einander eimeindeutig so zuordnen, 
da immer die beiden durch Nullsetzen der zugeordneten Eaktoren ent- 
stehenden irreduziblen linearen homogenen Differenzengleichungen gegen- 
seitig von derselben Art sind. 

Wir wollen also den folgenden Satz beweisen: 


Ist neben 
(1) P= Q,0)-1--- 2% 
auch ; 
(2) P=KK,.,...1,K, 


eine zweite Zerlegung von P in irreduzible Faktoren, so kann man 
ae jeden der linearen homogenen irreduziblen Differenzengleichungen 

=0 (©=1,2,...,4), die bei der Zerlegung (1) resultieren, eine 
ore lineare Eemocene irreduzible Differenzengleichung K, =0. 30 
zuordnen, dab bei sone Zuordnung ein jeder Faktor yon Q) nur einmal 
ins wird, hierdurch alle RSRbopee oe oe ay he eee La 
eventuell nicht in dieser Reihenfolge) eachont werden und die beiden 
zugeordneten Differenzengleichungen immer gegenseitig von derselben 
Art sind. 

Fiir lineare homogene Differenzenausdriicke P erster Ordnung ist 
unser Satz offenbar richtig; denn in diesem Falle ist P irreduzibel. 
Wir kénnen daher das Theorem fiir alle Differenzenausdriicke P von 
niedrigerer als x" Ordnung als bewiesen betrachten und brauchen es 
nur fiir solche ~** Ordnung zu beweisen. 

Beim Beweise sind zwei Falle zu unterscheiden, jenachdem die 
beiden irreduziblen bomogenen linearen Differenzengloichungen 7. = 0 
und K, = 0 ein Integral ce kein Integral gemeinsam haben. 

1. Haben Q, = 0 und K, =0 ein Integral gemeinsam, so haben 
sie infolge ihrer Irreduzibilitiét alle Integrale gemeinsam; sie sind 
daher gegenseitig von derselben Art. In diesem Falle kénnen sich 
KA, und Q, nur um einen blo8 von der Variablen x abhingigen Faktor, 
der eine rationale Funktion ist, unterscheiden. Es wird also: 


K, = f(a) Q,- 


Il. Die Zerlegung homogener linearer Differenzenausdrticke. iit 
a) Ist f(v) =1, so wird K, = Q,; hieraus folgt, daB 
Ga Grom SRE Ky, es Q, 01-1 “iene Qe 


wird. Man hat hiermit die Zerlegung eines linearen homogenen Diffe- 
renzenausdruckes von niedrigerer als n‘** Ordnung in irreduzible Fak- 
toren auf zwei Arten gewonnen. Fiir einen Differenzenausdruck 
niedrigerer als n‘** Ordnung ist der Satz als bewiesen zu betrachten. 
Beachtet man, daB K,=0O und Q,=0 gewif von derselben Art 
sind — denn K, ist hier gleich Q, —, so ist in. dem betrachteten 
Falle unser Theorem fiir die Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 
b) Ist f(w) von der Hinheit verschieden, so ergibt sich: 


(3) P=K,... K,K,K,= K,... KK fQ,. 


Man fiihre die durch das Symbol K, ausgedriickte Operation aus und 
ordne nach sukzessiven Werten von ,; auf diese Weise erhalt man: 


(4) Kf a, RQ, ? also i (fY,,) a Ry,). 


Betrachtet man daher die beiden linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen K,=—0O und R=QO, so findet man durch Multiphkation 
der Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von k= 0 
mit f(z) die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von 
kK, =0. Hieraus folgt, dafB A, = 0 und K=O gegenseitig von der- 
selben Art sind‘); mithin ist auch =O wie K, = 0 irreduzibel. 
Die Gleichungen (3) und (4) liefern infolge der Irreduzibilitét von 
fh =0 fiir P die Zerlegung: 


(5) P=K,... KRQ, 
in irreduzible Faktoren. Aus (5) und (1) folgt: 
K eel aes Os print nly Oats 


uw ¢ 


Wir haben jetzt einen linearen homogenen Differenzenausdruck von 
niedrigerer als n** Ordnung in irreduzible Faktoren zerlegt. Hieraus 
folgt: 

Man kann die Gleichungen 


Q, = 0, Q,-1= 9, sey QV; = 0, Q, = 0 
den Gleichungen 


K,=9, XK 


ul 


Se we Ke), R.— 0 


‘in einer gewissen Reihenfolge (die anders als die hingeschriebene 


1) Sie sind sogar ahnlich. 
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sein kann) so eindeutig zuordnen, da zwei zugeordnete Differenzen- 
gleichungen immer von derselben Art sind. Mége der Differenzen- 
gleichung K=O etwa die Gleichung Q@, =O zugeordnet sein, so 
werden, da R=O und K, =O gegenseitig von derselben Art sind, 
auch Q@, = 0 und K, =0 gegenseitig von derselben Art sein miissen. 
K,=0 und Q, = 0 sind, da sie alle Integrale gemeinsam haben, von | 
derselben Art. Hiermit ist unser Satz im Falle b) fiir die beiden 
Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 

2. Haben die beiden homogenen linearen Differenzengleichungen 
K, =0 und Q, =0 kein Integral gemeinsam, so gibt es eine lineare 
homogene Differenzengleichung U0 mit rationalen Koeffizienten, 
deren Ordnung gleich der Summe der Ordnungen von A, = 0 und 
Q, =0 ist und welche durch alle Integrale von K, =O und QY, =0 
erfiillt wird. Der lneare homogene Differenzenausdruck U, das kleinste 
gemeinsame Vielfache') von K, und Q,, ist bis auf einen nur von x 
abhiingigen Faktor véllig bestimmt und sowohl durch K, als auch 
durch Q, teilbar. Mithin ergibt sich: 


U = AQ,, 

U = BE,. 
Bezeichnet man mit y, y, ares yt die Beane eines eae 
mentalsystemes von Integralen von Q, = 0, mit 2! Se ee  die- 


jenigen von K,=Q90, so hat die Tien molcnane v= a die 


Funktionen y, yo os yes 2 a as Spee re! zu einem Fundamental- 


system von Integralen. Bapecnies man die lneare homogene Diffe- 
renzengleichung A= 0, so bilden die Funktionen 


Qe), Qe )s -- Gla) 


ein Fundamentalsystem von Integralen von 4=0. Folglich ist A=0 
mit A,—=0 von derselben Art; da aber die beiden Differenzengleichungen 
offenbar dieselbe Ordnung haben, so sind 4 =O und K, =0 gegen- 
seitig von derselben Art. Infolge der Irreduzibilitét von K,=0O muB 
mithin A =O auch irreduzibel sein. 

Betrachtet man ferner die lineare homogene Differenzengleichung 


B= 0, so bilden fiir diese die Funktionen K, (y.”) ee fe (y-”) sen ai (y\”) 
ein Fundamentalsystem von Integralen. Folglich ist BO mit 0 -=0 


von derselben Art; denn y, y, re yl) sind die Elemente eines 


Fundamentalsystems von Q,=0. Die beiden Differenzengleichungen 


1) Veale 2s Kapa Wis 
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B=0 wd Q,=0 haben dieselbe Ordnung; daher sind sie gegen- 
seitig von derselben Art. Infolge der Trreduzibilitat VONG@)) == 0 muB 
folglich auch B= O irreduzibel sein. 

' Da P durch K, und Q, teilbar ist, so muB P auch durch ihr 
kleinstes Gemeinsanies Vielfaches U teilbar sein. Es wird daher: 


Jace at Oss 


Zerlegt man V in irreduzible Faktoren: 


TSA one he 
und beachtet, daB 
C= AQ, 
U= BK, 


zwei Zerlegungen von U in irreduzible Faktoren sind, so oo man 
fiir P die beiden weiteren Zerlegungen: 


(6) ee Toe Ted Ov 
(7) Pa oe oe DB I, 


in irreduzible Faktoren. | 
Ordnet man den bei der Zerlegung (6) entstehenden Differenzen- 


gleichungen: 
(8) L,=0, £,_,=9,...,,=—0, 4=0, 0,=0 


die bei der Zerlegung (7) entstehenden Differenzengleichungen in der 
folgenden Reihenfolge: 


(9) ea 60, el) = 0; K, 0, B= 0 


zu, so sind immer zwei zugeordnete Differenzengleichungen gegenseitig 
von derselben Art. Da die Zerlegungen (1) und (6) beide mit Q, 
schlieBen, so folet aus a), daB man den Gleichungen (8) die bei der 
Zerlegung (1) sich ergebenden Gleichungen in einer gewissen Reihen- 
folge derart eineindeutig zuordnen kann, da zwei zugeordnete Glei- 
chungen immer von derselben Art sind. Hierdurch wird aber auch eine 
sincindeutige Zuordnung zwischen den Gleichungen (9) und den bei 
der Zerlegung (1) resultierenden Gleichungen in einer gewissen Reihen- 
folge vermittelt derart, daB zwei zugeordnete ee nancon immer von 
depelben Art sind. Benthtet man noch, dab die Zerlegungen (2) 
und (7) beide mit K, schlieBen, so wird es moglich, die Gleichungen (9) 
durch die bei der Zerlegung (2) gewonnenen Differenzengleichungen 
zu ersetzen. Hierdurch hat man Be alicblich die verlangete Vaheeate 
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zwischen den aus (1) und (2) resultierenden Gleichungen. Diese Zu- 
ordnung ist eineindeutig, und zwei zugeordnete Differenzengleichungen 
sind immer von derselben Art. 


III. Vollstindige reduzible homogene lineare Differenzen- 
gleichungen. *) 


Wir haben gesehen: wenn eine lineare homogene Differenzen- 
gleichung vorgelegt ist, so kann es eine einzige, oder eine endliche 
Anzahl, oder unendlich viele verschiedene homogene lineare Differenzen- 
gleichungen geben, durch deren Lésungen die vorgelegte Differenzen- 
gleichung erfiillt wird. Wir werden jetzt einen neuen Begriff ein- 
fiihren, niimlich den der vollstindig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichung. Dieser ist insofern fiir unsere Theorie von Be- 
deutung, als zu jeder homogenen linearen Differenzengleichung eine 
eindeutig bestimmte gréBte vollstiindig reduzible lineare homogene 
Differenzengleichung gehért und diese letztere tiber alle irreduziblen 
homogenen linearen Differenzengleichungen, deren Lésungen der vor- 
gelegten linearen homogenen Differenzengleichung geniigen, Aus- 
kunft erteilt. 

Wir definieren: Hine lineare homogene Differenzengleichung 
V(y,) =9 mit rationalen Koeffizienten heiBt vollstiindig reduzibel, 
wenn man von einander verschiedene irreduzible lneare homogene 
Differenzengleichungen J,(y,)=0, Jo(y,) =90, .--, J,(y,) = 90 mit 
rationalen Koeffizienten derart finden kann, daB die Ordnung der vor- 
gelegten linearen homogenen Differenzengleichung V(y,) =O gleich 
der Summe der Ordnungen von J,(y,) = 0, A,(y,) = 0, ..., J,(y,) = 9 
ist und V(y,) =O unter allen linearen homogenen Differenzengleichungen 
diejenige niedrigster Ordnung ist, welche durch die Integrale aller 
Differenzengleichungen J,(y,) =0, Jo(y,) = 9, ..., J,(Yz) = 0 gleich- 
zeitig erfiillt wird. Von der vollstiindig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichung V(y,) = 0 sagt man auch: sie ist das kleinste 
gemeinsame Vielfache der irreduziblen linearen homogenen Differenzen- 
gleichungen 


Kine vollstaéndig reduzible lineare homogene Differenzengleichung 
kann auch auf folgende Weise, die mit der obigen gleichwertig ist, 
charakterisiert werden: fiir sie existiert wenigstens ein Fundamental- 
system von Lésungen derart, daf jedes Element dieses Fundamental- 
systems auch Lésung einer irreduziblen linearen homogenen Differenzen- 


1) Guldberg, 14. 
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gleichung mit rationalen Koeffizienten wird, was im alleemeinen durch- 
aus nicht der Fall zu sein braucht.') 

Hin spezieller Fall der vollstindig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichung ist die irreduzible lineare homogene Differenzen- 
gleichung. 

Nicht jede lineare homogene Differenzengleichung 


; Q(y,) = Vo(4) Yuta q; CQ Rees ar iad a In (L) Ye =m 0 


mit rationalen Koeffizienten ist vollstindig reduzibel. Infolgedessen 
-empfiehlt es sich, den Begriff der gréten vollstindig reduziblen linearen 
homogenen Differenzengleichung, die zu einer gegebenen homogenen 
linearen Differenzengleichung Q(y,) = 0 mit rationalen Koeffizienten 
gehort, einzufiihren: 

Ist V(y,) = 0 eine vollstiindig reduzible lineare homogene Diffe- 
renzengleichung mit rationalen Koeffizienten, deren siimtliche Lésungen 
der vorgelegten linearen homogenen Differenzengleichung geniigen, und 
existiert keine irreduzible lineare homogene Ditferenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten, deren Lésungen der Differenzengleichung 
Q(y,) =0, aber nicht V(y,) =O geniigen, so sagen wir: V(y,) =0 
ist eime grdfte vollstiindig reduzible lineare homogene Differenzen- 
gleichung, die zu Q(y,) =0 gehort. 

Die hier gegebenen Definitionen sind ganz analog den von Loewy 
(Math. Ann. 62, 89—117) fiir lineare homogene Differentialgleichungen 
gegebenen. Die Sitze, die sich aus diesen Definitionen herleiten 
lassen, sind daher den fiir die linearen Differentialgleichungen be- 
stehenden Satzen analog und lassen sich ohne Schwierigkeit beweisen. 
Wir geben deshalb nur die Hauptsitze ohne Beweis und verweisen 
auf die oben zitierte Abhandlung von Loewy. 

Satz I: Zu jeder homogenen linearen Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten gibt es eine einzige wohlbestimmte zugehdrige 
gripte vollstandig reduzible homogene lineare Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten. 


Sate II: Eine volistindig reduzible homogene lineare Differenzen- 
gleichung ist entweder nur auf eine einzige Art oder auf wunendlich viele 
Arten kleinstes gemeinsames Vielfache irreduzibler homogener linearer 
Differenzengleichungen. Notwendig und hinreichend, damit eine homogene 
lineare Differenzengleichung mit unendlich vielen irreduziblen homogenen 
linearen Differenzengleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, dap ches 
fiir die zu thr gehorige gripte vollstindig reduzible homogene lineare 
Differenzengleichung zutrifft. 


1) Es ist dies ein charakteristischer Unterschied gegentiber den algébraischen 
Gleichungen, bei denen jede Wurzel einer irreduktiblen Gleichung geniigt. 
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Hieraus ergeben sich noch folgende Sitze: 


Sate III*): Gibt es fiir eine reduzible homogene lineare Differenzen- 
gleichung eine einzige oder eine endliche Anzahl verschiedencr irreduzibler 
homogener linearer Differenzenglerchungen, durch deren Integrale die vor- 
gelegte Gleichung befriedigt wird, so ist die Summe der Ordnungen 
dieser irreduziblen Differenzenglecchungen stets kleiner oder hochstens 
gleich der Ordnung der vorgelegten Gleichung. 

Satz IV*): Damit eine homogene lineare Differenzengleichung mit 
unendlich vielen wreduziblen homogenen linearen Differenzenglerchungen 
Integrale gememsam habe, ist notwendig und hinreichend, dap wenigstens 
zwei derselben gegenseitig von derselben Art sind. 


1) Guldberg, 9. (vgl. Loewy, Math. Ann. 56, § 4). 


Sechstes Kapitel. 
Gruppentheorie 2. Teil. Die Rationalititsgruppe. 


I. Die Rationalitiitsgruppe einer homogenen linearen 
Differenzengleichung.*) 


Es sei gegeben die homogene lineare Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten: 


(P) PYy,) =e 5 I ae Sl eat + pee + py, ~ 0. 


Wir bezeichnen mit ys”, a ae yi ein System von Fundamentallésungen. 


Wir setzen: 
1 1 2 2 n 
Vay tap ye +e tay, 


wo die a, willkiirliche rationale Funktionen von x sind. Die Funktion 
V,, befriedigt eine lineare homogene Differenzengleichung von der 
Orcnung »”? mit rationalen Koeffizienten: Um diese Gleichung zu 
finden, bilden wir die sukzessiven Werte: 
i 
V Vas ey A gba? 


ausgedriickt durch y, y,..., y und ihre sukzessiven Werte bis 


(4) (n) ; (a) (n) (1) 
oe A an Pare indem wir Bk SAE IO DLO OT PARSE, durch 


die Gleichung (P) wegschaffen. Hliminiert man zwischen diesen 
n?+-1 Gleichungen die y? und ihre sukzessiven Werte, so erhilt 
man die gesuchte Gleichung: 


(A) ogee os Be Le eee 25 “ae Ws ee iS <3 0; 


die Be sind rationale Funktionen von «z. 
Diese Gleichung hat die n’ Lésungen 


a? y® G,h—= 1, 2...:,%). 


Sind die a willkiirlich gewahlt, so sind die m? Lésungen linear un- 


1) Guldberg, 2, 7», 11. 
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abhaingig; denn im BA tee Fall kénnte man eine Differenzen- 
gleichung bilden, der die a" ) geniigen, nimlich D(as ye) = = 0 wo 
D die ,,Determinante“ der - ee eo y (,k=1,2,...,”) ist. 


Dieses vorausgesetzt, lassen die yo sich rational Tirol V, und 
seine sukzessiven Werte ausdriicken: 


ys 04, V, + Gs Ve eer a So 
(a) Range, bee 
Saye ee sere ts) aye 


wo die a, ..., 4 rationale Funktionen von @ sind. 

Aus den Gleichungen (a) folgt, daB jeder Lésung der linearen 
homogenen Differenzengleichung (A) ein System von » Lésungen der 
linearen homogenen Differenzengleichung (P) entspricht. 

Dieses System mu8 aber nicht notwendig ein Fundamentalsystem 
sein. Die Bedingung dafiir, daB zwischen den durch die Gleichungen (a) 
definierten » Lésungen der Gleichung (P) eine homogene lineare Relation 
mit ,konstanten“ Koeffizienten stattfindet, ist das Verschwinden der 
Determinante: 


Cire) Oe Oe SW, ae 0 
Dy; 2 Y, rey Ys )=lona (; a ahs 


Das gibt, wenn man die yo , durch die Gleichungen (a) bestimmt, 
eine algebraische Differenzengleichung fiir V,: 


(gp) p(x, Ve Bane SONS ag ey) re Oo 


deren Ordnung m héchstens gleich n?— 1 ist und deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von x sind. 

Denjenigen Lésungen der Gieichung (A), die nicht auch die 
Gleichung (q) fed entspricht dante vermége der Gleichungen (a) 
ein Fn cancatal ayer von Lésungen der Gleichung (P). 

Ist die gegebene lineare homogene Differenzengleichung (P) ganz 
willkiirlich car hle so wird im allgemeinen die Gleichung (A) keine 
Lésung, die der Gleichung (qm) nicht geniigt, mit einer anderen Diffe- 
renzengleichung niedrigerer Ordnung mit paconden Koeffizienten ee- 
meinsam face 

Dagegen kann es bei spezieller Wahl der Funktionen Go S y” 
vorkommen, dab die Lésungen der Gleichung (A), die der Difforengebe 
gleichung (p) nicht gentigen, doch eine algebraische Differenzenglei- 
chung von niedrigerer als der »?'? Ordnung befriedigen. 

Moge 
(f) RUPE VG 7) Bs, i 0, 


wo f eine ganze rationale Funktion ihrer Argumente bedeutet, die 
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algebraische Differenzengleichung niedrigster Ordnung (p) bedeuten, 
welche eine gemeinsame ibarynes mit (A) hat, die Bone gleichzeitig 
der Glechang (pm) gentigt; die ‘Gleichung (f) sei in borne auf V4» 
in algebraischem Sinne irreduzibel. 

Es ist zunichst klar, daB jede Liésung von (f), die nicht der 
Gleichung () geniigt, die Gleichung (A) befriedigen mu8. Denn aus 
den Gleichungen (f) und (A) kénnen wir eine neue Differenzengleichung 
w = 0 bilden, die héchstens von der Ordnung p — 1 ist, und der die 
gemeinsame Lésung der Gleichungen (A) und (f) geniigt: Wir brauchen 
dabei nur mittels der Gleichung (f) und der daraus abgeleiteten 
Gleichungen 


,) F+4, Vesas Veratir + Vt) ON aad ys 5, =D) 


die sukzessiven Werte V,,,,, Vai n41)-++) Vey? aus der Gleichung (A) 
zu eliminieren. Die Gleichung ~—=0 muB aber eine Identitdt sein, 
denn sonst wire f= 0 nicht, nach der Voraussetzung, die Differenzen- 
gleichung miedrigster Ordnung, die mit (A) eine gemeinsame Lésung 
hat; d. h. jede Lésung von (f) ist eime Lésung von (A). 

Ks sei nun Ve eine partikulare Lésung der Differenzengleichung (f), 
und es mége derselben gemif den Gleichungen (a) das System von 
Fundamentallésungen y”, i; Te der Gleichung (P) entsprechen. Sei 


ferner V., eine beliebige andere Lésung von (f) und ou, da a” das 
entsprechende Fundamentalsystem von (P). Dann ist 


a ge ae + ite 
(S) He a% : ‘ 
=P .49 what -+B,.9. 


worin die £,, adie sind. 

Wir wollen die Gesamtheit der linearen Transformationen (5) be- 
trachten, die auf diese Weise dem Ubergang von einer partikularen 
Loésung Ve) der Gleichung (f) zu allen iibrigen Lésungen oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, dem Ubergang zu der allgemeinen Lésung 
von (f) entsprechen. 

Die allgemeine Lisung von (f) ist eine Lésung der linearen 
homogenen Differenzengleichung (A). Wenn wir also durch 


a (n?) 
U,, srchog: U, 


ein Fundamentalsystem von (A) bezeichnen, so ist die allgemeine 


Lésung V,, von (f) in der Form 


(1) oT) ae aka 


darstellbar, wo die C, ,,Konstanten“ sind. 
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Bilden wir die sukzessiven Werte von V, und setzen diese Aus- 
driicke in die Gleichung (f) ein, so folgt aus dem Umstande, daB V, 
die allgemeine Lisung von (f) ist, daB zwischen den n? ,,Konstanten® C, 
eine gewisse Anzahl algebraischer Beziehungen bestehen mu. Da 
wir aber p willkiirliche ,,konstanten* haben, so werden die C, alge- 
braische Funktionen von p willkiirlichen ,,Konstanten“ sein. 

Folglich sind auch in den Substitutionen (S) die ,,Konstanten“ 
B;, algebraische Funktionen von p willktirlichen Parametern 1. 

Die so erhaltenen algebraischen Relationen zwischen den £,, 
driicken aus, daB, wenn die y® einer willkiirlichen Loésung von (f) 


entsprechen, die durch die Substitution (S) abgeleiteten Be einer 
anderen Lésung von (f) entsprechen. 

Unter diesen Umstiinden ist es klar, daB, wenn man zwei solche 
Substitutionen (S) betrachtet, die zwei verschiedenen Systemen der 
Parameter 4 entsprechen, das ,,Produkt“ zweier solcher Substitutionen 
wieder eine Substitution derselben Form ist, wo die Parameter 4 durch 
ein drittes Wertsystem bestimmt sind. Man sagt dann: 

Die Substitutionen (S) bilden eine kontinuierliche Transformations- 
gruppe.*) 

Wir bezeichnen diese lineare homogene Transformationsgruppe 
mit G und nennen sie die Rationalitatsgruppe der gegebenen linearen 
homogenen Differenzengleichung (P). 

Es gilt nun der Satz: 

Jede rationale Differenzenfunktion der Elemente |y,| emes Funda- 
mentalsystems der Differenzengleichung (P), die gleich einer rationalen 
Funktion von « ist, bleibt als Funktion von x ungedndert, wenn 
man auf die [y,| eme Transformation der Gruppe G anwendet; und 
umgekelt: jede rationale Differenzenfunktion der |y,|, die als £unktion 
von x ber der Transformation von G ungedndert bleibt, ist eine rationale 
Funktion von x. 

Hs sei F[y,| ee rationale Differenzenfunktion von der voraus- 
gesetzten Beschaffenheit. Ersetzt man die y, rae y und ihre 


1) Es sei eine Schar von co’ Transformationen vorgelegt 


(a) } Yi = Fi +. Wy My -..a,), 


wo die f, reguliire analytische Funktionen ihrer Argumente und die a Konstanten 
sind. Ist die Aufeinanderfolge irgend zweier Transformationen dieser Schar stets 
einer einzigen Transformation der Schar iquivalent, so definieren die Gleichungen (a) 
eine r-gliedrige kontinuierliche Transformationsgruppe. 

Die Theorie der kontinuierlichen Transformationsgruppen rithrt von Sophus 
Ive her. Eine eingehende Darstellung dieser Theorie findet man bei 8. Lie und 
F. Engel: Theorie der Transformationsgruppen, Leipzig 1888. Man vgl. auch 
L. Schlesinger: Handbuch d. Theorie der linearen Differenzengleichungen Ba. II, 
Sha baat 
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sukzessiven Werte durch ihre Ausdriicke (a), so verwandelt sich Bly.|, 
wenn fiir V, eine gewisse partikulare Lésung der Gleichung (f) ge- 
nommen wird, in einen Ausdruck: 


ECE Lecter Vaueo) y<nv—1, 


der zufolge der Voraussetzung gleich einer rationalen Funktion g(2) 
von # ee Dann hat die ay oapleichine 


(F) EGE: Ves seey We) = 9(@) 


mit der irreduziblen Differenzengleichung (f) eine Lésung gemeinsam; 
sie wird folglich durch alle Lésungen von (f) befriedigt, da man im 
entgegengesetzten Halle durch Elimination der »— p+ 1 GréBen ae 

pipet, Vey, aus den »—p-+ 2 Gleichungen (F), (f), CG 
(A= 1, 2,...,v—p) zu einer Differenzengleichung y = 0 von niedrigerer 
Ordnung als (f) kommen wiirde, die mit der Gleichung (f) eine Lésung 
gemeinsam hat, was gegen die Voraussetzung ist. Der Ausdruck F’ 
andert sich also nicht, d. h. er bleibt dieselbe Funktion von x, wenn 
man V, durch eine beliebige andere Lésung von (f) ersetzt. Dies 
besagt aber nichts anderes, als dafi R[y,| als Funktion von x un- 
verandert bleibt, wenn man auf die yo iin yo eine Transformation 
(8S) der Gruppe G ausiibt. 

Sei umgekehrt die rationale Differenzenfunktion F[y,|, als Funk- 
tion von « betrachtet, eine Invariante von G. LErsetzt man wieder 
die y, bore y” und ihre sukzessiven Werte durch die Ausdriicke (a), 
wodurch sich F[y,] in / verwandelt, so stellt wegen der Unveriinder- 
lichkeit von R[y,] bei Anwendung einer Transformation von G der 
Ausdruck F’ dieselbe Funktion von 2 dar, welche Lésung der Glei- 
chung (f) man auch fiir V,, einsetzen mag. Bedeutet w den Grad des 
hichsten sukzessiven Wertes V,,, im der Gleichung (f), so hat diese 
Gleichung fiir willkiirliche Werte von 


x, Vs Se hy er 


w verschiedene Wurzeln V,,, 

Nun kann man mittels der Gleichungen (f) und (f,) (A=1,2,...,v—p) 
bewirken, daB 2” die sukzessiven Werte As ase hee cere 
SAGES in der (u—1)*" Potenz enthilt; die so reduzierte I’ tate: 


tion #’ wollen wir mit 


F («, Vn, Vert -++) Very) (F eine rationale Funktion ihrer Argumente) 


bezeichnen. Fiir einen gegebenen Wert von # nimmt nach Vorstehendem 
F denselben Wert an, wenn fiir V,, V,,1,---,» V,,, irgend ein diesem 


Wert von «x entsprechendes Wertsystem poset wird, welches den 
g* 
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Gleichungen (f) und (f,) (A=1, 2,...,v—yp) gentigt. Nun kann man 
zunichst V,, Visi, +++) Vepp—1 willkiirlich wahlen, dann aus (f) 
irgendeinen der zugehérigen w Werte von V,,,, ferner aus (f,) irgend- 
einen der dazu gehdrigen w Werte von V,,,,,, usf., schlieBlich aus (f,_ ,) 
irgend einen der zugehérigen w Werte von V,,,; fiir alle diese Wert- 
systeme nimmt F' denselben Wert an. Da aber #’ die sukzessiven 
Werte V5: Vexvpsir +++» Vey, Dur in der (u—1)* Potenz enthilt, 
so ist das wegen der algebraischen Irreduzibilitit der Gleichung (f) 
nur méglich, wenn F' die GréBen V,, V,,,,---, V,,, tiberhaupt 
nicht mehr enthalt. Es ist also # und daher auch F eine rationale 


Funktion von «. Q.e. d. 


It. A. Reduzibilitiit der Rationalititsgruppe. 
B. Die Rationalititsgruppe von Differenzengleichungen 
derselben Art. 


A. Ist die gegebene lineare homogene Differenzengleichung mit 
rationalen Koeffizienten: 


reduzibel, so existiert nach dem 5. Kap. eine lineare homogene Diffe- 
renzengleichung niedrigerer Ordnung mit rationalen Koeffizienten, etwa 
die folgende: 


(a) Ry) = ion ae = beeps ry. ==", 


deren samtliche Lésungen auch Lésungen der gegebenen Gleichung 
P(y,) =0 sind. 
Sei nun 
TOP gen bs 
ein Fundamentalsystem von Liésungen der Gleichung (a), so mu8 durch 
die Rationalitétsgruppe G der gegebenen Gleichung die lineare Schar 


(b) 6 hcg ee ey 


in sich selbst transformiert werden; denn existierte eine ‘Transformation 
von G, die eine Lésung y, von (a) in eine Liésung ¥, itiberfiihrte, 
die nicht zu (b) gehdrt, so miiBte die Gleichung (a) — die linke 
Seite R(y,) der Gleichung hat ja einen rationalen Wert (niémlich Null), 
bleibt also invariant bei dieser Transformation — durch 7, befriedigt 
werden, was unmoglich ist, d. h. die Rationalitdtsgruppe G ist reduzibel.*) 


1) lst G irgend eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in » Variablen 
und kann man diese Gruppe durch Einftihrung von neuen Variablen, welche 
lineare homogene Kombinationen der alten Variablen mit konstanten Koeffizienten 
sind, so transformieren, daf sich nach der Transformation bei allen Substitutionen 
der transformierten Gruppe v der neuen Variablen, wobei » <™ ist, nur linear 
untereinander substituieren, so heiBt die Gruppe G reduzibel. 


Il. A. Reduzibilitit der Rationalitiitsgruppe. esa 


Ist umgekehrt die Rationalititsgruppe der gegebenen Gleichung 
reduzibel, also etwa von der folgenden Form: 


I) oyu! + egy + ‘ute 
FG 9 toy Op. + ‘te 


=i) i 
x.” os eat eat +e ye 


— (+1) (1) y® (v+1) (n) 
o/s = Cysat Ye ri C418 y, D4. a5 G, ayo: a Ory et y., ry oad Ont oo 7, 
_ (v+2) a) (2) y® (»+1) n) 
se ine peas 7 Coasts aes Fora ar € gets a ve ee ? 


i pire ee te Cc oy? ae “+e, eo as coe ee +e, oe y 


so sind die Koeffizienten der eee homogenen Differenzengleichung 


vr Ordnung, von welcher y ; HO Sine eye ein Fundamentalsystem 


von Lésungen bilden, invariant bei G3) sai haben folglich einen ratio- 
nalen Wert; die gegebene Gleichung ist also reduzibel. 

Aus diesen Bemerkungen folet: Wenn) die Rationalitiitsgruppe 
einer linearen homogenen Differenzengleichung P(y,) =O von der 
Ordnung 7 reduzibel ist und daher in die Form 


gebracht werden kann, wobei G,, einen Inbegriff von Matrizes mit 
vy Zeilen und v Kolonnen, G,, einen Inbegriff von Matrizes von 
n —v Zeilen und v Kolonnen, G,, einen Inbegriff von Matrizes mit 
n —v Zeilen und »—v Kolonnen, n >n—v > 0, bedeutet, so gibt 
es stets eine lineare homogene Differenzengleichung R(y,) =Q von 
der Ordnung v mit rationalen Koeffizienten, deren simtliche Integrale 
der Gleichung P(y,)=0 geniigen und welche G,, als Rationalitits- 
eruppe hat. 

B. Wir wenden uns jetzt zur Beziehung zwischen dem Artbegriff 
und der Rationalitiitsgruppe einer homogus linearen Digferenzen- 


gleichung. 
Es seien gegeben die beiden homogenen linearen Differenzen- 


gleichungen 
GQ) PW)=9,.,4 Pena tit Pe Ye 


s an y (Sp tier (m <n), 
(2) Q(z,) Te eine a qe Beet aye es q:, ? 


1) Vgl. 4. Kap., I. 
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mit rationalen Koeffizienten, und es bestehe die Beziehung 


= 51) 


Z= ay, qe eee oe a Yee Aly,), 


wo die a, rationale Funktionen der «# sind. 

Die Gleichung (2) ist also mit (1) von derselben Art. Ist 
m—=n—v, so existiert eine lineare homogene Differenzengleichung 
v® Ordnung mit rationalen Koeffizienten F(y,) = 0, deren samtliche 
Lésungen der Gleichung (1) geniigen (vgl. 4. Kap., Hl). 

Wir setzen (betreffs der Bezeichnungen vgl. 4. Kap., II): 


l=n l=n 
(1) 2) ©) (2) __ 0) “XT ) 
t = Sie t. = eee : 2 2h 
t=1 


und ferner: 


t=n 


Ge 
Qa (0) pees y, ie ®, 
t, —_ Yo cayoeet xv diy sal,’ a2 Fae 
t=2L 


hierbei bedeutet 2,, tae re ‘ ee . 3, Sen ") ein System von n(n—v) will- 


kiirlichen ,,Konstanten“, die nur der pee unterworfen sind, daB 
die Deere | Ax, | (k= 1, 2,...,2) von Null verschieden ist, 


damit die m Funktionen Re oe wo 


ein Fundamentalsystem von 
Lésungen der Difforenaengleichung one - QO bilden; die ersten 
vy Funktionen i : oe BA eestee BS sind die Hlemente eines Puadinenen 
systems von Integralen der Differenzengleichung R(y,) = 0. 


Bilden wir unter Zugrundelegung des Fundamentalsystems von 


Lésungen nee ; is die Rationalitiitsgruppe G der Differenzen- 


gleichung P(y,) = 0, so erscheint dieselbe in der Form: 


hierbei bedeutet G,, die Rationalititsgruppe von R(y,)=0. Wir 
beweisen, dah G,. die Rationalititsgruppe der Differenzengleichung 
Q(y,) = 9 ist, die mit P(y,)=0 zu derselben Art gehért. Da 


A(t?) = A(t?) =.-- = Ale?) =0 
ist, so folgt, daB die » —v Funktionen 


Alt ren Salle Renee elie a) 


a x a& 


die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von Q(y,)=0 
bilden. Eine Substitution S der Rationalititsgruppe von P(y,)=0 wird 
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wegen der besonderen Form der Gruppe G die Elemente A aa g”) 
ty) 

des Te eats von oo5 = 0 iiberfiihren in ; 


(1) 2 
ae tel! co aihaas 0. 


(1) 2 yv 
On ti, ee Cg oe “ee Ow Me y) 
(1) (2) y 
Cy sit t,. =f Sere t. “F ae fs Griyt 2 aoe Cee oe) see at Cnaee ao 
(1) (2) v n ; 
Cnr t, + Cys be aera beset Rr 5g s 


m1 “x 
Macht man davon Gebrauch, daf 
Ali”) =A(t?) —---= A(t) =0 
ist, so gehen durch die Substitution S die » — vy Funktionen 


AQUI S Vien 91g sn bea A(t,”) 
tiber in: 
A(t) eT Crew494 i) aes Crein A(t”) 5 


Cy sty 41 np 


C AE) + egg A e?) tea ae ey | (1). 


nyv+1 


Bezeichnen wir die soeben hingeschriebene Substitution zwischen den 


Elementen: 


ZA BAN een); re A(t”) 


eines Fundamentalsystems von Lésungen der linearen homogenen 
Differenzengleichung Q(y,) =0 mit S,,, so ergibt sich infolge der 
besonderen Form der Gruppe G, dai die Gesamtheit der 'Transfor- 
mationen S,,, welche allen Transformationen S der Rationalitits- 
gruppe G von P(y,) = 0 entsprechen, ebenfalls eine Gruppe bildet; 


dies ist die Gruppe Go. 
Betrachtet man irgend eine rationale Differenzenfunktion von 


ee ae, AUS), 


x 


welche einen rationalen Wert hat, so bleibt diese, als Funktion 


von ¢°”, t°, ..., # aufgefabt, bei einer jeden Transformation S der 
zz ax wv 


Rationalititsgruppe G von P(y,) = 9 ihrem Wert nach ungeandert; 
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einer Substitution S fiir die m Funktionen ee ia ae ie entspricht 
aber die Substitution S,, fiir die » — v Funktionen 


ALO Al tn) ets eae 


x 


daher bleibt eine jede rationale Differenzenfunktion von 


A(ee*®), Alee*?), ..., 4(@), 


«e 


welche einen rationalen Wert hat, bei allen Substitutionen der Gruppe 
Gop ihrem Wert nach ungedndert. 

Wir kénnen aber auch umgekehrt zeigen: 

Bleibt eine rationale Differenzenfunktion von A(t es de ae (“{”) 
bei allen Substitutionen der Gruppe G,, ihrem Werte nach ungeandert, 
so ist sie eine rationale Funktion von ie Bleibt naimlich die Funk- 
tion, aufgefaBt als Funktion von Ales’ tee 3 pales bei den Sub- 
stitutionen S,. von Gy, ihrem Wert nach angéinder! so bleibt sie, 
als Funktion von me a Gein bei allen Sulstinutionen S von G 
ihrem Wert nach igenaes "Da aber G die Rationalititsgruppe der 
linearen homogenen Diferencensicichare P(y,)=0 fiir das Funda- 
mentalsystem 0, aoe a oe ist, so ist die betrachtete Funktion 
eine rationale ifaakitn von #. Folglich ist die Gruppe G,, die 
Rationalitaétsgruppe der Gleichung Q(y,) = 0. Wir haben also den 
folgenden Satz: 

Gehirt die lineare homogene Differenzengleichung Q(y,) = 0 von 
der Ordnung m =n—v mit der linearen homogenen Differenzengleichung 
P(y,) =90 von der Ordnung n zu derselben Art, so kann man die 
Rationalitdtsgruppe G von P(y,) =0 in die Form: 


bringen; hierber ist G,, die Rationalitiétsgruppe einer homogenen linearen 
Differenzengleichung R(y,) = 9 von der v*" Ordnung, deren séimtliche 
Integrale der Gleichung P(y,) =0 geniigen; Gy. ist die Rationalitéts- 
gruppe der Differenzengleichung Q(y,) = 0. 
Fir »v = 0 hat man den Satz: 
Zwe lineare homogene Differenzengleichungen derselben Ordnung, 
die von derselben Art sind, haben dieselbe Rationalitdtsgruppe. 


WI. Reduktion der Rationalititsgruppe: Die homogene lineare 
Differenzengleichung zweiter Ordnung. 


Die Tragweite der Galoisschen Theorie der algebraischen Glei- 
chungen liegt bekanntlich darin, daB die Auflésung einer gegebenen 


Ill. Reduktion der Rationalitiitsgruppe. 137 


Gleichung wesentlich von der Struktur ihrer Galoisschen Gruppe ab- 
hangt. ih ihnlicher Weise bestimmt fiir eine lineare homogene 
Differentialgleichung oder Differenzengleichung die ihr sugehirige 
Rationalititsgruppe in gewissem Sinne fee bei deneelven ee erdenie 
Lésungsverfahren. 

In der Galoisschen Theorie der algebraischen Gleichungen lift 
sich indessen die Galoissche Resolvente und dabei die Gruppe der 
gegebenen Gleichung direkt bestimmen. In der Theorie der Ratio- 
nalitétsgruppe einer linearen homogenen Differenzengleichung liegt 
die Sache etwas anders. 

Man kann hier nicht direkt die Rationalitaétsgruppe einer ge- 
gebenen Differenzengleichung bestimmen. Man muf hier mit dem 
Problem anfangen, simtliche linearen homogenen Gruppen in 
Variabeln zu bestimmen, und sodann untersuchen, ob eine bestimmte 
Gruppe die Rationalitiitsgruppe der gegebenen Gleichung ist. 

Die Lésung einer vorgelegten linearen homogenen Differenzen- 
gleichung ist nun als vollzogen anzusehen, wenn derjenige Rationalitits- 
bereich bekannt ist, fiir welchen die Rationalitiitsgruppe der gegebenen 
Differenzengleichung nur die identische Transformation enthilt; denn 


dann sind die Elemente eines Fundamentalsystems y, feiis y selbst 


rational bekannt. Es wird also darauf ankommen, den Rationalitits- 
bereich so zu erweitern, d. h. neue Funktionen zu adjungieren, dab 
sich die Rationalititsgruppe der Differenzengleichung reduziert. 

Als ein Beispiel des hier angedeuteten Lésungsverfahrens einer 
linearen homogenen Differenzengleichung werden wir die lineare homo- 
gene Differenzengleichung zweiter Ordnung behandeln und verweisen 
im tibrigen auf die Abhandlung von Guldberg, 7, sowie auf die ent- 
sprechenden Untersuchungen von Picard’) und Vessiot”) tiber Diffe- 
rentialgleichungen, deren eingehende Darstellung man in dem ,,Hand- 
buch“ von Schlesinger, Bd. I, findet. 

Die folgende Tabelle stellt die lineare homogene Gruppe in zwei 
Verinderlichen und ihre simtlichen Untergruppen dar: 


@) G. ty. +bY. > Te = tye tty.” 

@) ¥. =t9. the» T, = ty. + tye”, 

wo t,t, — tt, = 1 ist; 

(3) Tn = bY, f hy. + ty 
ae 7, aM Ys ? go” = ty” i yes 


1) Traité d’Analyse, II, 531 (Paris 1896). 
2) Annales de l’Kc. Normale (3) 9 (1892), 197 ff. 
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OMe ees 7 = ty; 

(6) yee ty, Te =H YP + ty.) ; 
COR ST ewiatie j2 =ty®; 

oe aie p= y 2 + ty 
yee, jm ity®. 


Betrachten wir die allgemeine lineare homogene Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung 


(A) te 3D Yeg 1a, =O, 


so entspricht ihr die allgemeine lineare Gruppe (1); die Gleichung (A) 
ist dann irreduzibel (vgl. Nr. II, A). Drei Hilfsgleichungen spielen eine 
wichtige Rolle in der Theorie der linearen homogenen Ditferenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung. Hs sind diejenigen, welche die In- 
varianten der Gruppen (2), (3) und (7) definieren. 

Die Gruppe (2) — diese Gruppe ist die gréBte invariante Unter- 
gruppe der Gruppe (1); sie ist auBerdem einfach’) — hat die Invariante 


1). 2 @) 
God Pl atone Pl Pre 
diese geniigt der Differenzengleichung 


Die Gruppe (3) hat die Invariante 
(1) 


ji Ye +1 
vV = 
x YON ? 
sie geniigt der Differenzengleichung: 
(b) Ue, Wire ie tle In = 9. 
Die Gruppe (7) hat die Invariante 

; yo) 

les 2 ac 2 
sie geniiet der Differenzengleichung: 
(N24 Te No + 1) (ie i Ne —1) ine Ge 2 


(c) 


(Ny +2 is) (ie st ea) se PyPy—1 


1) Ist 7’ Symbol einer beliebigen Transformation der -gliedrigen Gruppe G, 
und ist S eine beliebige Transformation einer Untergruppe von G, so heift 
diese Untergruppe in G iuvariant, wenn stets auch die Transformation T-1ST 
der betreffenden Untergruppe angehirt. Hine Gruppe, die keine invariante 
Untergruppe besitzt, heift einfach. 

2) Vel. Nr. IV, Ad. Kap. 
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Sind nun die Differenzengleichungen (a) und (b) geldst, so ist 
auch die gegebene Gleichung (A) geldst. Denn es seien U,» a, u” 
drei Lésungen der Glechane OF es gibt dann drei Roauneer der 


Gleichung (A) y, y, yo +y° Y,, aerate daB 


(a) 2 
Q)  Yae+4 (2) yor, Yeti t Cs 
5 TAO as Sc aS an (Oa KO 
Ya Ye Yn T Ye 


und auBerdem 
(1) (2), 
Yo Yory 9 ye =A, 


ist; denn die beiden ersten Formeln definieren y und y® nur bis 
auf einen ,konstanten“ Faktor. Wir erhalten dann: 


ie te —u,!) ys — 0, 


(1) (1) 
Y,. y| os U,, nr (aN 
und dsaher: " (e" : : 


(i) (w,, =a uo) A, (2) V (u, a uf) 4, 
UE tae aes 


Be (w= ul) (ul = uP) (4, =u) (u —aP) 


Das pce eiben kommt daher, daf die Gruppen von A,, w,, 
au und ue ) die gemeinsame Transformation 

Tha eae 
besitzen. 

Hs zeigt sich also bei unserem Beispiel, daf die Lésung unserer 
Gleichung ausgefiihrt ist, wenn wir die Invarianten spezieller Unter- 
gruppen der Rationalitdtsgruppe zu unserem Rationalititsbereich ad- 
jungieren. 

Es 1aBt sich auch allgemein zeigen, daf das Losungsverfahren 
einer linearen homogenen Differenzengleichung in der Adjunktion 
neuer, durch Hilfsgleichungen (Resolventen) definierter Invarianten 
der Untergruppen unserer Rationalitaétsgruppe besteht, wodurch deren 
Reduktion auf die betreffende Untergruppe bewirkt wird. Dabei gilt 
der wichtige Satz, da® bei dieser Reduktion jede der auftretenden 
Gruppen auf ihre inmvariante Untergruppe reduziert wird (vgl. Guld- 
berg, 7”, Kap. IL); gelangt man schlieBlich zu einer einfachen Gruppe, 
so Tan diese daher ihrerseits nur noch auf die ,,identische“ Gruppe') 


1) Dabei ist der Begriff der identischen Gruppe in dem weiteren Sinne zu 
verstehen, daf ihre Substitutionen numerisch sind, d. h. von keinem Parameter 
mehr abhiingen; in dem entsprecheuden Rationalititsbereiche sind die Lésungen 
der vorgelegten Differenzengleichung als Wurzeln algebraischer Gleichungen be- 
stimmt, deren Koeffizienten dem Rationalititsbereiche angehéren. 
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reduziert werden; ist das der Fall, so ist die vorgelegte Differenzen- 
gleichung integriert. So wird bei unserer Differenzengleichung zweiter 
Ordnung (A) die allgemeine Gruppe (1) durch Adjunktion der Funk- 
tion A,, die eine Invariante der ,,unimodularen“ Gruppe (2) ist und 
der Resolvente (a) geniigt, auf eben diese Gruppe (2) reduziert; ferner 
die einfache Gruppe (2) durch Adjunktion der Lésungen wu, fet Resol- 


vente (b) auf die ,,identische* Gruppe gPaty, g°= +y"  -womit 
die Gleichung (A) gelést ist: in der Tat haben wir die definitive 


Lésung oben in der Form angegeben, dab yo und yo rationale 


Funktionen der GréBen A, u_, wu uw” sind. 
He G7 mae ey a oe 


1. Aufgabe. Welche Beziehung besteht zwischen der Rationalitiits- 
gruppe einer linearen homogenen Differenzengleichung n‘™ Ordnung 
und der Gruppe ihrer (n—m)* assoziierten Ditferenzengleichung ? 

2. Aufgabe. Wie ist die Rationalititsgruppe beschaffen, wenn eine 
lineare homogene Differenzengleichung algebraisch integrierbar ist? 

3. Aufgabe. Wie ist die Rationalitatsgruppe beschaffen, wenn eine 
lineare homogene Differenzengleichung durch Quadraturen, d. h. durch 
eine Kette linearer homogener Hilfsdifferenzengleichungen erster Ord- — 
nung lésbar ist? 

Lésung: Die notwendige uud hinreichende Bedingnng dafiir, daB 
eine homogene lineare Differenzengleichung durch Quadraturen lésbar 
ist, ist die, da8 ihre Rationalitatsgruppe integrabel ist, d. h. nach 
S. Lie fiir eine gewisse Wahl des Fundamentalsystems die folgende 
Form hat: 


rj (1) 

US Sage 

as 2 

yg” = at, ao + at, ee 

_ (3) (a) (2) (3) 
pea Sao As U,V. Be ers Yon? 


—(n) 


7, = 4, Ae, yo +a, yt bay. 


Daraus ergibt aus mit Benutzung allgemeiner gruppentheoretischer 
Satze von 8. Lie, dab die allgemeine lineare Differenzengleichung n” Ord- 
nung fir n> 1 nicht durch Quadraturen losbar ist, Insbesondere folet 


fiir Differenzengleichungen zweiter Ordnung, da der Ausdruck sett ae 


Tnvariante zur Gruppe (8) der oben angegebenen Tabelle gebirt und 
diese Gruppe alle folgenden, d. h. alle integrablen Grippeh enthalt: 
Damit eine peste liane Differenscnglechung zweiter Ordnung 


durch Quadraturen lisbar sei, ist notwendig und hinreichend, dap fiir 
(1) 

irgend eine ihrer Lisungen der Ausdruck a 

g 


x 


rational ist. 
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Beispiel: Die Gruppe der linearen homogenen Differenzengleichung 
mit konstanten Koeffizienten; bei dieser ist —“** —e@,, wenn “, eine 


Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. (Guldberg, ¢°, Kap. I, 
Nr. 8—10; ‘vel. 7. Kap., 1.) 

4. Aufgabe. Wie kann man das Bestehen algebraischer Relationen 
zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems von Lésungen einer 
linearen homogenen Differenzengleichung fiir die Integration der Glei- 
chung verwerten? (Vgl. IV, A d. Kap.) 

5. Aufgabe. Wie wird die Integration der allgemeinen linearen 
homogenen Differenzengleichung dritter Ordnung sich durch Betrach- 
tung ibrer Rationalititsgruppe gestalten? 


Iy. Anwendungen der Theorie der Rationalitiitsgruppe. 


A. Algebraische Beziehungen zwischen den Lésungen einer 
homogenen linearen Differenzengleichung.') 


Wahrend in der Theorie der Differentialgleichungen ausgedehnte 
Forschungen iiber diesen Gegenstand existieren, ist fiir Differenzen- 
gleichungen in dieser Beziehung noch wenig geschehen”), sodaf sich 
hier noch ein weites Feld fiir neue Untersuchungen eréftfnet. 

Besteht zuniichst zwischen zwei Fundamentalintegralen 7, und €, 
einer homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung 


(1) Yn42 SF Pry c+1 5 GY 
eine irreduktible algebraische Beziehung mit konstanten Koeffizienten: 


F (qq) 6.) =0, (F ganze rationale Funktion von y, und £,), 


so darf F’ nicht homogen in 7, und €, sein, da sich sonst — ent- 
gegen der Voraussetzung — der Quotient 7,:€, als Konstante er- 
geben wiirde. Wir kdnnen diese Beziehung in der Form 

(2) €. = f(n2) 


schreiben, worin f(7,) eine algebraische Funktion von 7, ist; dann 
wird £,.,—=f(ti1)) e412 =f(e42), also mit Riicksicht auf (1): 


(3) ji CE era 3 GeNx) — pef(Ne+1) Fa Vol (Nx) = 0. 


Die Gleichung (1) ist also jedenfalls im allgemeinen reduzibel 
in dem weiteren Sinne, daf die Partikularlésung x, einer nicht linearen 
Differenzengleichung erster Ordnung gentigt, deren Koeffizienten dem 


1) Wallenberg, 1. und 2. ; 
2) Der Grund liegt darin, da8 bei den Differenzengleichungen eine nicht 
lineare Transformation der wnabhingigen Verinderlichen unstatthaft ist. 
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Rationalititsbereiche von (1) angehéren. Wir kénnen aber noch mehr 
erschlieBen: es ist nach dem 2. Kapitel, III: 


| 
d,= tte ba | = of [CC In); (@ ,Konstante“); 


eee 


auBer (3) besteht also noch die Gleichung: 


(4) Net ea) ao Nevil Ne) ; d., = 0. 


Aus den Gleichungen (3) und (4) ergibt sich durch Elimination 
von 4,,, im allgemeinen 7,, also aus (2) auch €, als algebraische 
Funktion von p,, q, und d,; sind diese GréBen selber algebraische 
Funktionen von x, so ist dqmnweh die allgemeime Lésung der Glei- 
chung (1) eine algebraische Funktion von x. 

Dies wird nur dann nicht der Fall sein, wenn die Klimination 
von 4,,, aus den beiden Gleichungen (3) und (4) unméglich ist. Zu- 
nachst kénnte die Gleichung (3) eine IJdentitdt. sein; das ist aber nur 
dann der Fall, wenn f eine lineare Funktion ihres Argumentes und 
Pz+ U, = 1 ist. Die Gleichung (1) besitzt in diesem Falle eine ,Kon- 
stante“ als Partikularlésung; es besteht daher zwischen zwei beliebigen 
Fundamentalintegralen 7,, €, von (1) ohne weiteres die Beziehung 
C, = 7, + @,; die allgemeine Lésung braucht in diesem Falle nicht 
algebraisch zu sein. 

Abgesehen von diesem Falle ist die Elimination von y,,, aus 
(3) und (4) dann und nur dann unmdglich, wenn diese beiden Glei- 
chungen nicht unabhiingig voneinander Sina ‘z h. wenn die Funktional- 
determinante ihrer face Seiten i ecbeedee Daraus ergibt sich 
durch eine eigentiimliche SchluBweise, die in der Arbeit von Wallen- 
berg (1.) nachgesehen werden mége, daB die Gleichung (1) in diesem 


Falle zwei reziproke Lésungen u, und v, =—— besitzt; die Bedingung 
dafiir ergibt sich aus den Gleichungen (3) aa (4): 


: D;, Wo 4 it ss Yq Ue Way 1 Uy 
oder 
2 
We ere Se ee eyes h 
Unt Uy Pu Ve ‘ 
und 
u u 
e wx+1 3 
er Cea Ie) 


in der Form 


h.—d?=4 
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fiir eimen gewissen Wert der in d, auftretenden ,,Konstanten“. Dann 
wird 


f 


Mel wel Yet u, 1 
w, eg oe), oe wi “= D) (h,, b d,), 


u.—[[=@.-4), »-[][ se +4,) 


Die Lésungen w, und v, brauchen in der Tat keine algebraischen 
Funktionen von p, und q, zu sein, obwohl hier d, eine algebraische 


Funktion von p, und gq, ist (a, =Vi? — 4) : 


also 


; Beispiele: 
‘1. d,, algebraisch. —“ 
: 2 
Yara 2e tay Yo yy + ga UE 


eat, 0 == 20a: ds a (at < Die Integrale sind alge- 
braisch. 
2. d, transzendent. 
Yr49 ey OY, 44 a 8y, a Up 
ei 2 8) ee AP = 2d = 2+ 8". 
Die Integrale sind transzendent, aber algebraisch in d,: 
af at 


x“? x 7k 


3. Ausnahmefall: 


(a? + @ + 1) (@? a”) *(@ + 2) meats 

Ue “GriGen iit erie anl so 
at peel 41 2—1 9 9 htd, h,—d, 4 
— Py In ) d,=~ a 5 h,—d_=4; arom ee 9 a 


h,+d h,—d Lite: ee! 
u,=] | = < r(x), =] ] reg Te neag en gat 


4, Algebraische Integrale im Ausnahmefalle: 
A(e +1)? (20 + 3) 


Yors— @ 4p yQu-iy Yer t 42) @0+ 1) 
] 2a? + 2e41, a 224-1 © ee 


=='()'s 


Ya Loti es nla iy) 2 
h, + dy +1 hy, — dey ub 
2 2 


h, + dy he) Le eet 
u,—]] Brae ty Py v, = | | ce aly Foie seme ae 
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Wir haben die vorstehende Untersuchung hier der Vollstandig- 
keit wegen aufgenommen, obwohl dieselbe noch ohne Anwendung der 
Gruppentheorie durchgefiihrt werden konnte. Jetzt wenden wir uns 
zu den homogenen linearen Differenzengleichungen dritter Ordnung 
mit einer homogenen Relation zweiten Grades zwischen den Fundamental- 
integralen, deren Behandlung eine schéne Anwendung der Gruppen- 
theorie gestattet. Bevor wir das eigentliche Problem in Angriff nehmen, 
miissen wir einige Vorbemerkungen machen’): 

1) Die homogene lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung 


(5) Ue a EW QU, = 0 (P,+ 0) 
geht durch die Substitution u,—=o,y,, wenn “eek =P _,, also 


o, =ITP,,_, gesetzt wird, tiber in die Normalform: 


(6) Use Una et OS 


worln 4, = p : p bei allen Transformationen u,=u,y, imvariant 
bleibt. oe Oe, 


yo) 


Sia? 
ys 


gentigt, wie eine leichte Rechnung ergibt, der Differenzengleichung 
dritter Ordnung: 


2) Der Quotient zweier Fundamentalintegrale von (6), 7, = 


ipa pes Ne +2 ) 
/ x+3 c+2 . le+2 x r 
(7) ; Go413 


Nes Nett ; Neii— Ne 


dieselbe ist das Analogon der bekannten Schwarzschen Differential- 
gleichung dritter Ordnung. Fir die allgemeine Gleichung zweiter 


Ordnung (5) tritt an Stelle von q,,, der invariante Ausdruck a+ 


a RY oe 


Die Form der Gleichung (7) 1é8t unmittelbar erkennen, daB, wenn 
1 eine Partikularlésung derselben ist, die allgemeine Lisung lautet: 
: a + BAO 
(8) Me ag 
worln «, B, y, 0 willkiirliche ,,.Konstanten“ sind; denn auf der 
linken Seite von (7) steht das anharmonische Doppelverhiltnis 
(er Nnai1> Ne+2> Nx43)) Welches durch die Transformation (8) un- 
geandert bleibt. 
3) Bereits im 4 Kap., Il haben wir die homogene lineare Diffe- 
renzengleichung dritter Ordnung aufgestellt, der die Produkte je zweier 


1) Wallenberg, 2., 8. 56 ff.; Heymann, 1., Aufgaben 103, 105, 106. 
2) Vgl. Ne. IT, Gl. x(c). 
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Lésungen einer homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ord- 
nung gentigen; fiir die Normalform (6) lautet dieselbe: 


(9) Q (uz) SU, 13+ (Ve i1— 1)u,.2— Got (Qe41— 1) Mi 92 Gn 41% = 0. 


Thre allgemeine Lésung ist: 
z. ae 
U,, = @,Y,, + o,y" dy + oy 


worin ys” und y zwei Fundamentalintegrale von e sind und @,, 
@,, @3; Willktirliche ,,Konstanten“ coer zwischen den drei Funda- 


mentallésungen w_, Y =y" u ” = yy y : u? = ye besteht die homo- 


gene ACen hes Relation: 
Me) cy ay) oe 0), 
x v we 
Nach diesen Vorbereitungen werden wir nun den folgenden Satz 
beweisep, welcher zeigen soll, inwieweit der zuletzt ausgesprochene 
Satz einer Umkehrung fahig ist: Besteht zwischen drei Fundamental- 
losungen emer homogenen linearen Differenzengleichung dritter pes 


P(v,) =0 mit rationalen Koeffizienten die Relation v& — yy — 0, 
so geniigen thr die Produkte je zweier Lisungen einer Rae. linearen 
Differenzengleichung zweiter Ordnung, deren Koeffizienten Quadratwurzeln 
rationaler Funktionen von x sind.*) 

Zu der gegebenen Gleichung P(v,) = 0 gehdrt nimlich?) eine 
Untergruppe G der allgemeinen homogenen linearen Gruppe in drei 
Veranderlichen, die Rationalititsgruppe, mit folgender Doppeleigen- 
schaft: 1. Jede rationale Funktion V der Liésungen Cae yo”) 0”) 


coat 
und ihrer sukzessiven Werte, welche eine rationale Funktion von x 
ist, bleibt bei allen Substitutionen von G (deren Determinanten tibrigens 
nicht verschwinden) nwmerisch, d. h. als Funktion von x, ungeindert. 
2. Jede Funktion V, die numerisch alle Transformationen von G ge- 
stattet, ist eine rationale Funktion yon #. 

Nun hat die rationale Funktion V = ve — oy! ®) den rationalen 


Wert 0, bleibt also bei allen Beboientionon der Genie G numerisch 
feconadert d. h. es ist auch: 


a 55” = 0, 
wo 
(10) PM =a 0 tao +a, 0 (k=1,2,3) 
ist; darin bedeutet oS any heceneratioh der Gruppe G, 
und es ist 
=(11) | %,| +O (hk, 4 = 1,2, 3). 
1) Wallenberg, 2., 5. 58 ff. 2) Vel. 6. Kap., I. 


Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 10 
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Man kann daher setzen: 

ONS 55) s@. - 52) 
12 a Ls =— =7,. 
( ) ol) o?) Nz» ) (2) Ne 


Aus (10) und (12) folgt: 


2 , 2 

(13) 2,7 og, Met 95 "a ss oy = Nyt Os Ne 
a avr 2° 

ey bey Meee & +o n+ oy 1: 


Sind die o,, wirkliche Konstanten, so muB diese Gleichung eine Identitat 
sein, da sich sonst N, daraus als Konstante ergibe gegen die Voraus- 
setzung, daB 0, oo ee. ein Fundamentalsystem von P(v,) =0 
bilden. Es kann ich wegen (11) micht w, = ca, (A+u, 1=1,2,3) 
sein; daher mu8 sich in (13) links und rechts ein linearer Faktor in 
y, fortheben, d. h. es muf sein: 
Ne = = oe a (a, 6, y, 0 Konstanten). 
Folglich ist: 
Ce; eee Wawa ie, ae Giz; Qe +19 Nx +2) Yee is 

wenn (12) Nr419 Yz+2> Nx+3) das auf der linken Seite von (7) stehende 
anharmonische Doppelverhaltnis der vier Grofen 7,, 4241) Wes2) Nexis 
bedeutet. Dieses Doppelverhiltnis ist aber eine rationale Funktion 
der Lésungen 0, ov”, o®) und ihrer sukzessiven Werte, muB8 also, 


da diese bei allen Transformationen der Rationalitatsgruppe von 
P(v,) =0 ungeandert bleibt, eine rationale Funktion von «x sein: 

(7) (Nes Neti» Ux+2) Ne +3) = Tet ti 

daher ist y, nach obigem (1. und 2. Vorbemerkung) der Quotient 
zweier F'undamentalintegrale y?, y” der homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung zweiter Ordnung: 


(6) Weg Sac OO 
Aus . 
p® y 2) 
yi 0) ae @) 
folgt nun: 


0) (2) Gi ® (2)? 
= 0,9, 9 0, = 0,4. Aes Up aN Boga 


die Ditforensarisleeh ee P(v,)=0 geht daher aus Q(u,)=90 (GIL. (9)) 
durch die Transformation v, = 0,u, hervor; wegen der Rationalitat 


der Koeffizienten von P(w,)=0 und Q(u,) =0 muB also Se+1 pine 
e 


uv 
rationale Funktion von x sem. Setzt man andererseits in Gleichung (6) 
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£,=V0,Y,, 8o erhilt man diejenige homogene lineare Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung, von welcher he Produkte je zweier 
Lésungen der vorgelegten Gleichung P(v,) = 0 genitigen; ihre Koeffi- 
lente sind in der Tat nach Division durch den Faktor von z,, 
Quadratwurzeln rationaler Funktionen von «.*) 

Sind dagegen die c,,. nicht wirkliche Konstanten, sondern perio- 
dische Funktionen von der Periode 1, so braucht its Gleichung (13) 
keine Identitat zu sein; es ergibt ee dann 7, aus (13) als Wurzel 
einer Gleichung poner Grades, also als periodische Funktion, deren 
Periode héchstens gleich 4 ey *) — Ist erstens 7, eine periodische 
Funktion von der Periode 4, so ist auch 72 eine solche (deren Periode 
sich eventuell auf 2 reduzieren kann); die Differenzengleichung 


et (1) Gy (3) 
PW,) =, 43 +P, eee, One Ps ay) 


besitzt die drei Fundamentallésungen 0”, 0 7, und 0 No hat also 


mit der Differenzengleichung 


of 

v2 

ad aa ae Ae Ug 0, 
x 


deren alloemeine Lésung die Form w,v™ hat, wo o, eine beliebige 


periodische Funktion von der Periode 4 ist, ihre simtlichen Lésungen 
(1) 


gemeinsam; daher ist, wenn a =s, gesetzt wird, symbolisch: 
v 
«x 
ay (2) (3) 
O74 5,0, = ei — ) eas aie V,49 De Veet sae One 


Durch Vergleichung der Koeffizienten folgt: 


(2) 
p17, =0, pre 0, p.—1Pe = 9% 


also: 
(1) 


pp? pO =p pp” pm”, - 


Die nose P(v,) =0 geht daher durch die Transformation 
v,= | [oo -u,, tiber in die Gleichung: 


Maat Uta tA, 24 te Uh, a= 0) 


eA Ori+2. Sxt+a Sx41 . 
1) Man beriicksichtige, dab ee ee — ist. 
Ox On 44 0, 
2) Ist w, Wurzel einer Gleichung n‘" Grades, deren Koeffizienten periodische 
Funktionen von der Periode 1 sind, so sind auch @, 4, @y49,+-+) 4, Wurzeln 


dieser Gleichung; also mu @,,; = 24; (kn, l<n) sein; d. h. o, besitzt 


héchstens die Periode nm. 
10* 
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mit den Fundamentallésungen*) 
ni 274 32% 


wu =i?=e? , u® =(-1)= e?', wu —(-i)"= ete 


av 


zwischen denen die Relation 
(2)? (1) (3) 
“us 4 u = 0) 


besteht; ihr gentigen die Produkte je zweier Lisungen der homogenen 
linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung: 


2 iV 20,44 —w,=0%), 


also der Gleichung P(v,) =0 die Produkte je zweier Lisungen der 
Gleichung: ; 


ti 1V VO VO 


Ist Enis y, eine periodische Funktion von der Periode 3, so 
ist es auch 1, 3 die drei Fundamentallésungen vo, vn, 0 y® der 


Gleichung P(v,) = 0 geniigen daher siimtlich der Gleichung: 


3 


doh. es muB p™ =p =0; p®? =——*** sein. Die Gleichung 
i 


P(v,) = 0 Iautet also in diesem Falle: 


Ory sy 
Vag DP, 0,=0;°) 


2 i Ant 
‘ : : a5 1 2 1 nae 3 1 = 
obwohl zwischen ihren es En ea) — v! oe O.) = vo! ¢@ 8 
1 
die Relation oe — yy = 0 Peon gentigen ihr im allgemeinen 


nicht die Produkte je zweier Lésungen einer homogenen linearen 
Differenzengleichung zweiter Or dnung, deren Koeffizienten Quadrat- 
wurzeln rationaler Funktionen sind; die Gleichung ist aber in diesem 

SL Veliw7, Kap. 

2) Vgl. 8. 150, Gl. (16) fiir e= — 1. 

3) Dies ergibt sich auch daraus, daB hier aus (7) g,—= 1 folgt, sodaB die 
Gleichung (9), aus welcher P(v) = 0 durch die Transformation v, = e,,u, her- 


ies isn 8 
vorgeht, lautet: Q(u,) = Uy 43 — Uy, = 0; daher braucht hier nicht , sondern 


Or43 4 a . a of 
eine rationale Funktion von & 2u sein. 


nur 
x 
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Falle keine eigentliche Differenzengleichung dritter Ordnung!), sondern 
erster Ordnung mit der Differenz 3. 
Ist endlich drittens 1, eine periodische Funktion von der Periode 2, 


also auch ", (und zwar ie "y sich nicht auf eine ,,Konstante“ redu- 


“) und ov oi) 


zieren, da v, ". Pena Hontatiocuhce sind), so be- 
steht ated den a Ehchen 1, 7,, 42 der Differenzengleichung 
zweiter Ordnung ¥,,.—y,—0 eine homogene lineare Relation mit 
en Koeffizienten, also auch Cae > yp — o) Hes 


vo”) = mae , gegen die Voraussetzung, daB os , Pion ‘oo. ve arias ae 


anes von P(v,)=0 sind. Aus Remealhon earths darf sich auch 
nicht 7, selber auf eine ,,Konstante“, d. h. auf eine periodische Funk- 
tion yon der Periode 1 reduzieren; es mu8 dann also Gleichung (13) 
eine Identitit sein, und es gelten die oben daraus gezogenen Schliisse, 
wobei nur «, B, y, 0 jetzt nicht wirkliche Konstanten, sondern perio- 
dische Funktionen von der Periode 1 bedeuten. 

Ein Geispiel bietet diejenige homogene lineare Differenzengleichung 
dritter Ordnung mit rationalen Koeffizienten 


e4) Yous PrYrrs + TeYe+1 + MeY2 = 9, 
welche ihrer Adjungierten ,jihnlich“*) ist, d. h. durch die Trans- 
formation y, = 9,2, in die Adjungierte’) 
a%248 + 92412242 + Deenys + 22 = 9) 
tibergeht.*) Durch Vergleichung der Koeffizienten ergibt sich 


Y2=—€Pe1Pay Ye —ODz Px 1Pay Or LL *p,_2p, (¢ Konstante); 
die Gleichung (14) geht daher durch die Transformation y, = [/p,_.-u, 
iiber in die Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten 
5) Wns gb Weg — Ugg — OU, = 9. 
Die charakteristische Gleichung *) 
oF +o? — ca — C8 =(a—c)(e?+(e+1la+ec) =0 
besitzt die Wurzeln 
Se ae ob sVi+ OG oe. n= C14 (0, Oy = Cy"). 


Die Lésungen von (15) lauten daher: 


1B) x (2) a, (Gi) ae x, 
( uw, = a, ) U, ao a. 5 


iy) Wedle ah Wyo, Me 2) 4 Kop., Il. 8) 3. Kap., IV, Gl. ©). 
4) Wallenberg, 2., 8S. 61 ff. 5) 7. Kap., I. 
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zwischen denselben besteht die Relation 
a. es “o> u) Sy: 
x x x 


Folglich gentigen nach dem oben bewiesenen Satze der Gleichung (15) 
die Produkte je zweier Lésungen der Differenzengleichung zweiter 
Ordnung 


(16) Poa eee, 


mit den Fundamentallésungen of =Va; ,v, = Va: also der Glei- 


chung (14) die Produkte je zweier Lésungen der Differenzengleichung 
zweiter Ordnung 


W su Ve-1 Pre, Wit sg CV pti pres La UB 
Die charakteristische Gleichung hat gleiche Wurzeln, wenn 
1+ 2c—38?=(1—e) (14+ 3¢) =0, 


also ¢ = 1 oder ¢ = — 4 ist; ist ce —— 4, so ist a, =a, = a, 4; 
die Gleichung (15) hat in diesem Falle die Lésungen’) 


Chee LN Qe LN is =) 2 
Los =(- 3) ps =(-3 ay Ue rage ence a; 


zwischen denen die Relation br a us = 0 besteht. Ist dagegen 


Coal sOist 6 ti Lary Se clicn den Losungen der 
Gleichung (15), die hier die Gestalt 


U 


2+3 Wr+9 Wait UU, = (Ui +t) zp 9— Ue) — (Ue at (th = ) 


annimmt, besteht in diesem Falle kemme Relation der obigen Form, 


1 Mix 2 a 3 Qt: e : 
sondern nur, falls man wu!) =e", wu =e"""2, u® =e*"* wiahlt, die 
nicht homogene Relation yu — UO = 0, sodaB in diesem Ausnahme- 


falle der obige Satz nicht anwendbar ist. 


 B. Ein Reduktibilititssatz. ”) 
Ks sei 


(n—1) 


A) PY) HPV yp APO Very to ai Ps Vor t Dey, - 0 


eine homogene lineare Differenzengleichung n** Ordnung, und es werde 
ein pestimniier Rationalitatsbereich®) zugrunde gelegt, dem zuniachst 
auch simtliche ,,Konstanten“ (periodische Funktionen von der Periode 1, 
die sich eventuell auf wirkliche Konstanten reduzieren kénnen) an- 
1) Viel 72 Kap ant: 2) Wallenberg, 4. 
3) Vel. 5. Kap., I. 
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gehéren mégen. Zwischen zwei linear unabhiingigen Partikularlésungen 


y? und 0 bestehe die Beziehung: 


(1) n> = AM yO 4 aS yo + ‘oo. ae 
mara eed, A ebenso wie die Koeffizienten von P(y,,) dem 
Rationalitaétsbereiche angehérige Funktionen von a sind und mit Riick- 
sicht auf (A) vy <n —1 vorausgesetzt werden kann.) 

Wir wahlen ein bestimmtes Fundamentalsystem von Lésungen 
der Gleichung (A): wu, Peres u\; durch diese lassen sich yo? 


und pee linear mit ,,konstanten“ Koeffizienten ausdriicken: 
yo? = ->", ui one, = > cus”, 


und die Relation (1) nimmt die Form an: 


Rus”, oat le, Sep seen ges i: us Ce | ==. 0% 
worin F# eine lineare Funktion ihrer Argumente bedeutet, deren Ko- 
effizienten dem Bereiche angehéren. Nun gehort”) zu (A) in bezug auf 
den zugrunde gelegten Rationalititsbereich und das gewahlte Funda- 
mentalsystem eine Untergruppe G der allgemeinen linearen Gruppe in 
nm Veranderlichen, die sogenannte Rationalitatsgruppe, fiir deren simt- 
liche Substitutionen die Funktion R den Wert Null erhalt. Durch die 


Substitution S,, welche ue? durch > a,” us” (t= 1,2, 3.., n)-ersetzt, 
k=1 : 
moge y in y”, ne in n.” iibergehen. Die Zahl der lnear un- 


abhingigen Loésungen y , welche durch die simtlichen Substitutionen 


der Gruppe G erzeugt werden, kann nicht gréBer als m sein; ist sie 
kleiner als n, so ist die Gleichung (A) reduktibel, d. h. sie hat min- 
destens eine Lisung mit einer homogenen linearen Differenzengleichung 
niedrigerer als n‘** Ordnung, deren Koeffizienten dem Bereiche an- 
gehdren, gemeinsam.*°) Um die Differenzengleichung niedrigerer als 


Lins : oe ‘ 
ne Ordnung zu erhalten, der y” in diesem Falle geniigt, schreiben 


1) Ist ni) = ey) (c eine ,,Konstante“), und verschwinden nicht alle A) 


(k=1,2,...,) identisch, so ist yo) eine Lésung der Differenzengleichung 


(A —e)y, + AM a ee oe Yon py 0, 
also die Gleichung (A) ebenfalls reduktibel, falls wirklich bereits » <n. 


PD) Oy I ERY Dy dle 3) 6. Kap., Il, A. s 
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wir die igoye: (Oy) ae den m ersten sukzessiven Werten von # hin 


und ee v, . mittels der gegebenen Gleichung (A) 


fe yee 


(1) : j 
pee ++) Ye in—1 aus. Die so erhaltenen Gleichungen 


durch ys ys 


Y= AMY Beng yoy te Ae By 


ia ae "), 


= AMy™ a a Ue +. eee ae Dy) 


tet w+. at+n—1? 


mg) oo (E iy n 1 
fee y! ten yo te -+ A’ n— mC) 


etn—1 


werden addiert, nachdem sie der Reihe nach mit Pe» poe. ale 


multipliziert worden sind; dann ergibt sich, da rae ebenfalls eine 
Lésung von (A) ist, fiir y die Differenzengleichung (n —1)** Ordnung: 


2) Ry) ery tO dy eb Fy, = 9, 


deren Koeffizienten im allgemeinen nicht simtlich identisch ver- 
schwinden werden. 


Es sei jetzt die Zahl der linear unabhangigen Funktionen y 


) 


. 9 : 1 2 os 
gleich n*), und zwar seien ys y y) Bie yi” n soleher Lésungen und 


1, Noy +++) 10” die ihnen infolge der Relation (1) entsprechenden 
Lésungen 7; dann besteht also das System von Gleichungen: 


(1*) Ses = AM yO 4 A @), yo te mee AS n— vy (k) ) 


Goad 


UE Oe Ct 1) 
Sind die ne” nicht linear unabhéngig von einander, besteht also 
zwischen ihnen eine Relation mit ,konstanten“ Koeffizienten: 


3 2 n 
en + +o + o,n =0, 


x n 1% 


so erhalt man, wenn 


¢ ys "+ 6, y, Pieeercoae Cys) = uw, 
-1) Ist in der Relation (1) »<<Cn—41, so ist AQ tN = AC TV... = AM) = 0 
zu setzen. 

2) In diesem Falle geniigt y selbst keiner homogenen linearen Differenzen- 
gleichung niedrigerer als n‘*t Ordnung, soda in Gleichung (2) simtliche Koeffi- 
zienten 7), ro), ice ret) identisch verschwinden und daher auf diesem Wege 
die Reduktibilitat der Gleichung (A) nicht erschlossen werden kann. 

3) Die folgenden Schliisse gelten fiir jedes System (1*), auch ohne da die 
Lésungen yr oh ye aus ye durch Anwendung der Rationalititsgruppe her- 
vorgehen. 
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gesetzt wird, aus (1*) durch Multiplikation mit ¢, und Summation 
liber k von 1 bis n: 


LES 4) 4 (r=1) 
aa u,+ A, eae eee es Cea eae 
die Gleichung (A) ist also reduktibel, da w,, eine Lésung von EG, =O 1st. 
Sind aber die Funktionen ne, re Reese 7” linear unabhingig, 
. oe 2 n . 
so besteht, da die Lésungen y, ys ttn be y nach Voraussetzung ein 


Fundamentalsystem bilden, ein System linearer Gleichungen mit ,,kon- 
stanten“ Koeffizienten: 
k n 
Ns = a te “te a9, Sia aa ath v, : 
ated eh 
also: 


(k) 2 (k) (1) k n 
Ne OY, = 4,9. +--+ (4, —O)y +--+ a, yl”. 
(PS ly Py odo OO) 


Wir bestimmen nun als Wurzel der Gleichung: 


| Cie @ aq, ay | 
A= %% Lr See USC Oe |= 0, 
a, Bng oes UP ee 0 | 


welche wir ,die zur Relation (1) gehérige Grundgleichung“ nennen 
wollen, und machen die Voraussetzung, da die Wurzeln dieser Glei- 
chung n'*" Grades in w, deren Koeffizienten ,,Konstanten“, d. h. im 
allgemeinsten Falle periodische Funktionen von der Periode 1 sein 
werden, selber ,,konstant“ sind.‘) Dann kann man »_,,konstante“ 
GréBen ¢,, G&,..., €, so wihlen, daB die Relation 


é, ey — oy,”) 1 (40 — oy.) = () 
besteht; die GréBen ¢, geniigen dem Gleichungssystem: 


C10, vee C4 Oy, = CO Crd — al sean ene 7) 
Setzt man daher 
(1) % (n) <3 
CY, wera: ©; a hay 
so wird 
(1) CRE 
i fibe aia! Sa es Ue 


1) Im allgemeinen sind diese Wurzeln nimlich periodische Funktionen von 
_der Periode m (vgl. 8. 147, Anm. 2). — Ubrigens gentigt es schon, wenn eine 
Wurzel ,,konstant“ ist. Diese Voraussetzung ist, wie spiter an einem Beispiel 
gezeigt wird, wesentlich; sie bildet einen charakteristischen Unterschied zwischen 
den linearen Differenzen- und Differentialgleichungen. 
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und man erhalt aus (1*) durch Multiplikation mit ¢, und Summation 
tiber k von 1 bis n: 


(3) ouv,= Au, + AMu,, t.-- + APP u 


x+n—-1? 


also eine lineare Differenzengleichung héchstens (mn —1)** Ordnung, 
deren Koeffizienten dem Rationalitatsbereiche angehéren und mit der 
die Gleichung P(y,) = 0 eine Lésung gemeinsam hat.*) Der vorher- 
gehende Fall, daB die 1.” nicht linear unabhangig sind, tritt in den 
soeben betrachteten ein, wenn die Gleichung A=O eine Wurzel 
o=0 hat. — Damit ist unter den gemachten Voraussetzungen die 
Reduktibilitat von P(y,) =0 in allen Fiéillen erwiesen. 

Die auf transzendentem Wege gefundene Gleichung fiir w kann 
man durch rationale Prozesse herstellen, indem man die Bedingung 
fiir eine gemeinsame von Null verschiedene Liésung 


6, = Cys bey? (yP4o, k=1,2, ....2) 
von P(y,) =0 und 
fy.) = AP —o)y,+ AP yt FASO Y,, 1 = 9 
aufsucht: Hs ist 
f(e, yO 4.. +6, y?) = Cag, fly YON denne 0, f(y”) =e 


folglich, wenn f“(y,,,) aus f(y,) dadurch hervorgeht, daB iiberall 
a+k an Stelle von « geschrieben wird: 


Te wadOM - aha OR 5 70 
Pe a) ee CES ee 
Nun ist unter Beriicksichtigung von P(y,) = 


. (ko) (ky) (ky —1) 
PY...) = B, Vay oe Be Re ts atest al Pa ik eee 


worin die B, dem Rationalititsbereiche angehdrige Funktionen von a 
sind, und zwar insbesondere: 

Cheney ye On—1) 4 @-t), 
ie ait arg os ae ty, RE 
a Ist in (1) » = 0, so muh, da weder w,—=0 noch AY) = =o (,,Konstante'') 


ist, y{) selbst einer Pec aaclagy es niedrigerer als n‘*™ Ordnung geniigen, 
die man erhilt, indem man 7, = Ae Y, in die gegebene Gleichung (A) einsetzt 
andy, mittels (A) reduziert. Thre ee verschwinden in der Tat nicht 
simtlich, falls P(y,)==0, wie wir stillschweigend annehmen, eine eigentliche 
Differenzengleichung n‘** Ordnung ist, d. h. eine solche, fiir welche die Indizes & 
der nicht verschwindenden Koeffizienten pi) den gré8ten gemeinsamen Teiler i 
besitzen. 
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die GréBe wo kommt nur in Bee in der Form as o vor. Nach 
einem bekannten Determinantensatze wird daher: 

(k) (2) ee (kj) : t) ? k, ‘= 0, ib, ey ee 1 
(4) \f Oe :) | |B, | Yea ( ate eae ) 
Da ie, Fi | + 0 ist, widrigenfalls ‘die yo nicht linear unabhiingig wiren’), 
so mui 


(5) oe | =, () 


sein. Diese Gleichung ist in @ vom n‘ Grade; der Koeffizient von 
o” ist (—1)"; damit ihre Wurzeln, die unter den gemachten Voraus- 
setzungen mit denen von A = 0 iibereinstimmen miissen, ,,konstant“ 
werden, ist notwendig, daf die Koeffizienten der iibrigen Potenzen 
von @ in LBS | oy | abentille ,Konstanten“ sind.”) — Die Gleichung (5) 
ist aber, falls ihre Wurzeln selber »konstant sind, auch die hin- 
“neane Bedingung fiir die Existenz gemeinsamer Lésungen von 


f(y.) =0 und P(y,) =0; denn aus (5) folgt nach (4): 
Fee) |= 9, 


und daraus nach dem Satze von Casorati*): 


Oar) Hare, |e efly.) flay. + +e)» 


worin die c, ,,.konstanten“ sind, die nicht simtlich verschwinden. Hs 


3 aekd 
existiert also eine Lésung wu, = ¢, y $e +e y: oO welche die vor- 
gelegte Gleichung P(y,) = 0 mit f(y,) = 0 a eereey hat. 

Sind die — als ,,konstant“ vorausgesetzten — Wurzeln @,, a, ..., 0, 
alle voneinander verschieden, so erhalt man » Gleichungen 


(6)> - (AP —a@,)y, +4 yt + 4s ay, = 0 HHL) 
mit denen P(y,) = 0 Lésungen gemeinsam hat. Ist ferner y elne 
yon Null verschiedene Lésung, welehe Be k® der Gleichungen (6) mit 
P(y,) =0 gemeinsam hat, so sind y” : yo ee y” 


unabhingig. Denn bestiinde zwischen ihnen die Bezichung 


voneinander linear 


1 (2 (n 
cy! oh CLY, oF Saar a Coos = 0, 


1) Satz von Casorati, 2. Kap., I, A. 

2) Sind die Koeffizienten der Gleichung (A) sowie der Relation (1) ins- 
besondere rationale Funktionen yon 2, so sind die Koeffizienten der Gleichung (5) 
alsdann wirkliche Konstanten, also auch ihre Wurzeln eo ipso konstant. 

8) lc. 
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so erhielte man aus 
(Ao je, PANU os eee, eee 
durch Multiplikation mit c, und Summation iiber k von 1 bis n: 
CO yo ante oy = 0, 


und vermige dieser Gleichung durch Multiplikation der vorigen mit 
¢,@, und Summation: 


ey mh) (n) ; 
CO -Y one eG, o. “ys == 0: 
allgemein: 
1 (n) 
c,a8 y! PL --:- © @. Y., =Q; (s=0,1,...,—1) 


und da wegen der Verschiedenheit der Wurzeln «,, @,,..., @, die 


Determinante o, 4 le peaeee Be ee nicht verschwindet, so muB 
=O a 6 = 0) sein. Daraus folet, daB P(y,) = 0 mit keiner 


- Gunes (6) mehr als eine Lésung gemeinsam haben kann’), 
da zwischen n+ 1 Lésungen von P(y,) ay) _jedenfalls eine lineare 
Relation mit ,,konstanten“ ectiaienton bestehen muB, die nicht simt- 
lich verschwinden. Haben aber zwei homogene ieee Differenzen- 
gleichungen nur eine Lésung gemeinsam, so kann man diese nach 
dem Kettenbruchverfahren”) durch bloe ,,Quadratur“ (d. h. durch 
Auflésung einer linearen homogenen Differenzengleichung erster Ord- 
nung, deren Koeffizienten dem Bereiche angehéren®)) erhalten. Die 
Gleichungen 


FY, )= BO y+ BOY t+ BOMY,,, = 0 


x+n—1 
(CSOs s Seon 1 38) 


kénnen dazu dienen, die jeder Wurzel @ der Gleichung (5) ent- 
sprechende Lésung zu ermitteln. Denn da fiir eine einfache Wurzel 


die Unterdeterminanten (n — 1)*" Grades von genet nicht alle gleich- 


zeitig verschwinden kénnen, so sind »—1 der Gleichungen (7) von 
elnander unabhingig, und man erhalt durch ihre Auflésune insbeson- 
dere den Quotienten y,,,:y, gleich emer Funktion von x, welche 
dem Rationalititsbereiche angehért. Den Fall, daB die Gleichung A=0 
eine mehrfache Wurzel peste behandeln wir nur in dem folgenden 
Beispiel und verweisen im ae auf die Abhandlung von Wallen- 
berg (4.). 


1) Dabei gelten Lésungen, die sich nur durch eine multiplikative ,,Kon- 
stante“ unterscheiden, als nicht verschieden. 

2) Vgl. 2. Kap., IV. 

3) Vieliet apeell. Ac 
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Als Beispiel behandeln wir eine Differenzengleichung zweiter 
Ordnung 


(B) Py.) aN Yaa i a a V2 Ya = 0. (Wz == 9) 
Zwischen zwei Lésungen 7, und £, derselben bestehe die Relation 


worin 4, und B, ebenso wie p, und q, dem Rationalitiitsbereiche an- 
gehéren und nicht gleichzeitig B,= 0, A,=,,Konst.“ ist. Mit Riick- 
sicht auf (B) ergibt sich aus (8): 


oe ecaorae O-Piaa Ny a (Ana4 — Px B,,1) Nati» 
ay ae GAAnis Pat Bes) Ne a (A, Pei 3) a Voit Bie ) 
also: 


(9) Coes 5g DaSen a Gs = eel = SaoNx 44 = 0, 
worin: : 
Of eka ine eS St Ds a5), DU sea te Gade, 
Sate DEAK, ee 2) ae (Bad Oe teeta ry i Ps! Bees) aie q,B. 
ist. Aus (9) folgt, daf Gleichung (B) reduktibel ist, wenn nicht 


gleichzeitig r,, und s, verschwinden. Aus r,—0 ergibt sich, da q+ 0: 


SE taco) Roce B Pe a Ae a, AN 


x 


also: 


ye Cw ot Cy % 
(10) oS esos aaa 


und aus s,=0O mit Riicksicht auf (10): 
Ariir A; ag Cy (A, naa —A,) 


w+1 
Beats Geta Bid, = Del Ag 41 as) eee - Bees ee 
also: 
Ap + eA, +e 
(11) SR BLD. 


darin sind ¢, und ¢, willktirliche ,,Konstanten“, d. h. periodische Funk- 
tionen von der Periode 1. Nun ist: 


Q(Yx) =a Q Q(Y,) ma A2y, = BCA, =f Asst Pag ni B, B. +1 Yu ) 
also: 
1 ‘ 
a Dera (Q? Ar ale (Y~) + ¢, Y,,)« 
Py.) BB,” You OY. 2 
Sind die Wurzeln o, und @, der Gleichung 


o?+oo+t+e¢=—9, 
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welche im allgemeinen periodische Funktionen von der Periode 2 sind, 
»Konstanten“ (periodische Funktionen von der Periode 1), so wird: 


PW) — Ea (QY.) — 142) (QY2) — 2a) 


d. h. PW, ist reduktibel; sind insbesondere p, und g, sowie A, und 
B,, rationale Funktionen von 2, so sind ¢, und ¢, wirkliche Konstanten, 
also auch o, und @, konstant und daher P(y,) sicher reduktibel. 

Uberzeugen wir uns noch, daf die Koeffizienten der Gleichung 
Bay? =0 ,konstant“ werden, wenn man fiir p, und q, ibre Werte 
aus den Gleichungen (10) und (11) einsetzt: Wir bilden unter Be- 
riicksichtigung von (B) die Gleichungen 


Aa co) 4, + Tiga rr Ol, 
CAL rae. ©) Noy 4 at Sar Dee at =k ds) an 0 


Thre Determinante ist 


ae | A,— @ lay | 
ed! el ae AN Bao O) | 


oder 
D= o— (A, +4,,1— Pe Be 41) + A,A,,1—P, A,B, +4, Be Boas 
Mit Riicksicht auf (10) und (11) wird in der Tat: 
A, + Ay41— DB 
A, Ag .1— Pz 4e By. 11 I, B, Beas = %- 


x 


Peay Mime a 


Sind nun die Wurzeln @, und @, der Gleichung D = @*+¢,@+¢ =0 
selber ,,konstant“, so ist die Gleichung (B), wenn fiir p, und q, die 
Ausdriicke (10) bzw. (11) gesetzt werden, fiir beliebige A, und B, 
reduktibel; sie hat nimlich mit den Gleichungen 


PY.) == (A, = (04) Y, + Bayo = 0 
P,(Y,) Ee (AR m5) 9.4 Ue = 0 


je eine Liésung gemeinsam, falls @, von @, verschieden ist.') 
Thre Lésungen sind: 


os 2 o, — A 
=C, @, O)ee: Oy —~ Ag 
| l u., C, | / B, 


(1) ae (1) 
aU, + a, Th Np» 0,0,%, + , @, U,, 


und 


Setzt man 


1) Da. P, Pp = P, P,, 80° ist direkt P(y,) = 
einstimmung mit dem oben gefundenen Resultat. 


il en 
P,P, (y,) in Uber- 
x+1 
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worin «, und e@, willkiirliche ,Konstanten“ sind, so besteht zwischen 
y, und €, die Relation (8): 


o = Ans : Tey jee ? 


und man erkennt, da 7, selber fiir allgemeine 4, und B, keiner Diffe- 
- renzengleichung enter Ordnung geniigt. 


Isto 0, = @, = e(— -- +) , So hat die Gleichung (B) eine Lisung 


) mit der Gleichung 
P, (Yx) = Caos ce DU, =0 


und eine zweite Lésung u\” mit der Gleichung 


(A, 5% ¢) Yx sm Sy =a Ug” 


gemeinsam.') Die Lésungen von (B) sind hier?): 


@Q)<_ ee (2), Ts 1 
oP = 4 Igy ? U,, = ©; Be Orme 


Setzt man 


1 2 
Cae ae au” =x, (o,¢+0,)u + acu =£, 


so erfiillen 1, und €, die Relation (8). 

Endlich zeigen wir noch an einem méglichst einfachen Beispiele, 
daB, wenn die Wurzeln w, und w, keine ,,Konstanten“, sondern perio- 
dische Funktionen von der Periode 2 sind, die Gleichung (B) irreduk- 
tibel sein kann, selbst wenn man diese Wurzeln dem Bereiche ad- 
jungiert.*) Zu diesem Zwecke wahlen wir A,—0, B,=1, dann 
lautet die Gleichung (B): 


Ey) =O ett GY Yn; 


wo ¢, und ¢, ,,Konstanten“ sind; und es sollen die Wurzeln o, und o, 


der Gleichung 
o?+¢0+¢=—90 


periodische Funktionen von der Periode 2 sein.*) Ist 7, eine beliebige 
Lésung yon P(y,) = 0, so ist auch 7,,, eine Lésung, sodaf die Re- 


1) Auch hier ist direkt P(y,) = B, oe — P, P, (Y,) cae ae EE ey al 


der Tat sind, wenn wu) eine Lésung yon P, (Y_) = 0 ist, die Tesch yon 
P, P, (y,,) = 0: ui) und “ul, wo uf?) eine Lésung von P, (yz) = u()) bedeutet. 

2) Vel. 3. Kap., Vv. 

3) Vgl. die SchluBbemerkung dieses pone e 


4) Wahlt man z. B. ¢, = — 2, &=1—e 5 ORG. AIS “ya Re 


ae 
@,—1—e ga 
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lation (8) in der Tat die Form annimmt: €,~7,,,. Die Lésungen 
€ und 7, sind linear unabhiingig; denn wire £,—cy, (c ,,Konstante“), 
so wiire 7, eine Lésung der Differenzengleichung erster Ordnung 
Yni1— €N, =, also die Gleichung P(y,) =0 reduktibel, was, wie 
unten gezeigt wird, nicht der Fall ist. Als Rationalitatsbereich kann 
der siimtlicher ,,Konstanten“ gewahlt werden, und wir zeigen zunichst, 
daB in diesem Bereiche die Gleichung P(y,) = 0 irreduktibel ist. An- 


genommen, es sel: 


Yori 2 a OU r41 Tz C2 Yx = (Yori ams wy.) (CR, Ts By.) ? 


worin # eine ,,Konstante“, so wire a+ B=—¢,, oB=c, d.h.« und B 
Wurzeln der Gleichung ?+ ¢c,@ + ¢=0, also nach Voraussetzung 
keine ,,Konstanten“, was unserer Annahme beziiglich 6 widerspricht. 
Aber selbst unter Adjunktion der Wurzeln @, und @,, also periodischer 
Funktionen von der Periode 2, ist die Gleichung P(y,) = 0 irreduk- 
tibel; es sei namlich: 


Ys OU ae = 9 Ga Pe) 


worin jetzt $B, eine periodische Funktion von der Periode 2 ist; so 
mtBte «,+ 8,,,—=—, &,B, =, also —¢,B,— B,B,41= Coy d. hy, 
da 6,8,,, eime ,Konstante“ ist, 6, selber eine ,,Konstante“ sein, was 
unserer Annahme widerspricht; also auch in diesem erweiterten Be- 
reiche ist die Gleichung P(y,) = 0 irreduktibel. 

Wir haben folgenden Satz bewiesen: 

Wenn zwischen zwei Irundamentallisungen ns ” und 4 y einer homo- 
genen linearen Differenzengleichung (A) die Relation (1) besteht, d. h. 
die eme Lisung ein homogener linearer Differenzenausdruck der anderen 
mit Koeffizienten aus dem Bereiche ist, so ist die Gleichung (A) reduk- 
tibel, es set denn, dap keine Wurzel der etwa*) zur Relation (1) ge- 
horigen Grundgleichung A = 0 ,,konstant ist.”) 

Die von Landau (Archiv der Math. u. Phys. (8) 10, 45—50) in 
bezug auf Differentialgleichungen gemachte Bemerkung gilt auch hier: 
Fiir die Gtiltigkeit des oben bewiesenen Satzes ist die Zugehérigkeit 
sémtlicher ,,.Konstanten“ zum Bereiche nicht erforderlich; doch gilt der 
Satz nicht fiir jeden Rationalititsbereich, dem nicht alle ,,Konstanten“ 
angehéren; so gilt er z. B. nicht fiir den Bereich der reellen Zahlen, 


1) Wenn niamlich tiberhaupt keine zur Relation (1) gehérige Grundgleichung 
A= 0 zustande kommt, so ist die Gleichung (A) sicher reduktibel (vgl. S. 151 ff.); 
in diesen Falle werden die Koeffizienten der Gleichung (5) keine ,,Konstanten‘ 
sein und die Koeffizienten der Differenzengleichung (2) nicht simtlich ver- 
schwinden. 

2) Diese Beschriinkung fallt fiir den Rationalititsbereich der rationalen 
Funktionen von selber fort (vgl. die Anmerkung 2) S. 155 sowie S. 158). 
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wie das cts Beispiel y, , 2+ y, = 0 lehrt: zwischen den Lésungen 


yo = sin = ¢ und yo = cos 5a besteht die Beziehung y = Oe mit 


Koeffizienten aus dem Bereiche, und doch lautet die einzige Zerlegung 
dieser Differenzengleichung in solche erster Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten: (y,,,+7Y,)(Y..1-+7Y,) =9, worin die Koeffizienten +7 
dem Bereiche der reellen Zahlen nicht pean Dagegen gilt der 
Satz, wie aus seinem Beweise a fortiori hervorgeht, stets, sobald die 
— ae »konstant“ vorausgesetzten — Wurzeln der ‘Grondsleichang 
deren Koeffizienten nach obigem (8. 154/f.) dem Rationalitiitsbereiche 
angehéren, dem Bereiche adjungiert werden. 


C. Vertauschbarkeit homogener linearer Differenzenausdriicke. ‘) 


Eine Anwendung findet der vorhergehende Reduktibilititssatz bei 
der Untersuchung iiber die Vertauschbarkeit homogener linearer Diffe- 
renzenausdriicke. 

Sind P(y,)=P und Q(y,) = Q zwei homogene lineare Differenzen- 
ausdriicke: 


Q) PUY.) 7% a ee Bees + py, 
@) QG2) = 92 Yorn t Ie Yorn BY ty +40 y,, 


so bedeutet das symbolische Produkt PQ, daB in P(y,) an Stelle 
von y, der Ausdruck Q(y,) gesetzt werden soll (vgl. 2. Kap. V). Fir 
die Zusammensetzung linearer Differenzenausdriicke gilt zwar das 
assoziative, aber im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz; viel- 
mehr miissen die Koeffizienten von P und QY gewisse Bedingungen 
erfiillen, damit dies der Fall sei. Diese Bedingungen sollen im 
folgenden fiir Differenzenausdriicke erster und zweiter Ordnung auf- 
gestellt werden sowie fiir solche n** Ordnung mit rationalen Koeffi- 
zienten unter der Voraussetzung, dab einer der beiden Differenzen- 
ausdriicke irreduktibel, d. h. nicht in lineare Differenzenausdriicke 
niedrigerer Ordnung zerlegbar ist, deren Koeffizienten demselben 
Rationalitiitsbereiche angehéren. 


1. Vertauschbarkeit zweier Differenzenausdriicke 
erster Ordnung: 


P= poy... +n.?y,(p, +9), Oe ist ait 
(0) (1) 
PQ= Da I) Vera t (po g2) + py” ‘) Your + Pe ‘Gp Yo» 
QP a= qn? ig t (WDE toe Pe) Yori t Ue Po Yo 


1) Wallenberg, 5 


Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 11 
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Aus PQ = QP folgt: 
(0) 


Qet1 Pott (0) (0) . 
(1) ay: = ee , also gg) =D, 3 
qs P, 
(OO) (GC) econ eh) (0) (0), (4) (1) ), (0) 
(2) Po. or D ee Gea 0b ed. a 


also mit Beriicksichtigung von (1): 


(4) Gb) (1) (1) 
pe perme! Es =¢(p,—p! ‘e 


dain 


qn = OP + 3 
C) und ¢, sind ,,Konstanten“, d. h. periodische Funktionen von der 
Periode 1; folglich: 


Q=GP+¢,y, = Pi + ¢,P°.*) (P°Y,) = Yq): 


2, Hin Differenzenausdruck zweiter Ordnung und einer 
erster Ordnung: 


Pay to, C= ith Yeurt GY: 


Aus PQ = QP. folgt zunichst: 


0 0 
ree 


q 


(Ones ies 2(0) 0) 
= p ? also a, Sad Parsi 
“Ze 


Ferner ist: 


eds = PL DL. Yes a Dae a ie, 
also 


mae (0) Oise 
Ct = so +8, 9. = 8; 


oC exe 


und wegen PQ = QP auch PS =SP, und daher nach 1,: 


Ss ¢,P'+ ¢ P®; 
folglich: 
Q=—«¢P?+ ¢,Pi+.¢,P°**) 


Durch eine ganz analoge SchluBweise findet man fiir einen 
linearen Differenzenausdruck n** Ordnung Q, der mit einem solchen 
erster Ordnung P vertauschbar ist: 


Q=o,P*"+ eo P7-1+---+6,P°. 


1) An Stelle der Differenz 1 kann die beliebige Differenz h treten; die ,,Kon- 
stanten“ sind dann periodische Funktionen von der Periode h. 

2) Ist 5’ —0, so muB (wegen PS = SP) 3) = ¢ sein; es ist dann eben 
Cc, = 0. 
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3. Zwei Differenzenausdriicke zweiter Ordnung: 


(0 (1 2 ; 
Eee PU ee. OK uy. tay, tay, 


die Koeffizienten mégen einem gewissen Rationalitiitsbereiche‘) an- 
gehoren. 

Aus PQ =P folgt zunichst durch Vergleichung der Koeffi- 
zienten Von ¥, 44: 


0 0 
PAS See 


One pO u 
Pz 


also qs. = @. p® : 
q, i : 


worin @, eine periodische Funktion von der Periode 2 ist, die sich 

jedoch auf eine solche von der Periode 1, d. h. auf eine ,Konstante“ 

reduzieren kann. Ls ist hier ein wesentlicher Unterschied gegentiber 

den entsprechenden Differentialausdriicken zu konstatieren, bei denen 

die Koeffizienten der zweiten Ableitung sich mur durch eine Konstante 

unterscheiden kénnen. Wir haben also zwei Fille zu unterscheiden: 
a) o, ast eine periodische Funktion von der Periode 1: 0,,4=0,, %,=C. 
Dann ist 


fy erie en, 
also wegen PQ = QP auch RY= QF und daher nach 2 
0= 6, Ro Ri + oR, 
P=~Q4R=dAR?+4,R'+d,R° (dy, d,, dy ,Konstanten). 


Da an Stelle von F# allgemeiner mf'+nR° (m,n ,,Konstanten“) 
gesetzt werden kann, so sind (y, ¢,, G, do, d,, d, willktirliche ,,Kon- 
stanten“. Daf die so gefundenen Ausdriicke P und @ wirklich mit- 
einander vertauschbar sind, leuchtet ohne weiteres ein. 

Ist oe =Q, so folgt aus YR = LQ oder Qi y,) = ps? Q(Y,), 
daB ro =c' sein mu, falls P und Q eigentliche Differenzenausdriicke 
zweiter Ordnung sind, d. h. solche, die aufer y,,. und y, auch wirk- 
lich y,44 eribalion (enthalten sie nimlich micht y,,,, so sind sie 
eigentlich Differenzenausdriicke erster Ordnung, nur daB tiberall die 
Differenz 2 ist, also auch die ,,Konstanten“ periodische Funktionen 
von der Periode 2 sind; vgl. die Anmerkung in 1.). Es ist dann also 


P=—Q4 cy. 


b) @, ist eine periodische Funktion von der Periode 2: 0,42 = 
Die direkte Gleichsetzung der Koeffizienten von PQ und QP faint 
auf nicht lineare Differenzengleichungen zweiter Ordnung; dieselben 


DeVerlug. wap. te 
ti* 
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sind aber durch rationale Prozesse lésbar, falls man die Ergebnisse 
der vorhergehenden Untersuchung zweimal anwendet: Hs sei niim- 
lich 7, eme beliebige Lésung von Q(y,) = 0, die keiner homogenen 
linearen Differenzengleichung erster Ordnung mit Koeffizienten aus 
dem Bereiche geniigt, also 


Q P(n,) x5 PQ(n,) Gs 0, 


dann ist auch €,— P(y,) eine Lésung von Q(y,) = 0. 
Hs ist aber 


° 


= FPO ters t Te Yer tT ter U1) = 93 
also 
bo Ete) iC) = R(n,) <a pe Vea he Yo - 


Daher ist nach den Ergebnissen yon B (siehe das Beispiel): 


2 po 
ae vas 
Ee eae | 
Ferner ist: 
(0) 
4) /) oP, 5 
(1) PW)=QU2) + BOs), CY.) = 42.0.) = oy (+e, Rt 0 PP), 
ze “e+ 


Andererseits sei uw, eine Lésung von P(y,) = 0, also 
POU.) = QP(U,) = 0; 
0, = &,P(u,) — QO(u,) = &,R(u,) 
eine Lésung von P(y,) =0 und daher nach Friiherem: 


(0) 
(2) PUy,) = 


ES) 
Vergleicht man die beiden so gewonnenen Ausdriicke (1) und (2) von 


ao (Cot, R)? + do, + dyy,]. 

Ca a ae pee 1” 2Yx| 
£', so erhalt man durch Gleichsetzung der Koeffizienten von Yoana 
(0) ».(0) 


(3) pn f eee ae: ee 


dann ist auch 


Coe a Oy 44 + ay 
Ferner ergibt sich durch Gleichsetzung der Koeffizienten yon Y, 
unter Berticksichtigung von (3): . 


dy = 0,0, 440, (@,0,,1 ist eine ,Konstante“). 


Die endgiiltigen Ausdriicke fiir P und Q lauten also: 
1 


sak Seats 4 ; 3 ae 3 
18: &,[(@,, = & ae) PC eis a: ita) [(a, 2) Si d, a, a C500 Yale 
‘ i ee 4 a + | 
= — > 7 
(ct, ie Oy 41) Pa me ae ta + d, 1 24x) 5 
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darin ist R= 4 (i aieear ae : Y.3 r und ro ’ sind willkiirliche Funk- 

tionen von 4, foruee Cop Castle Baidicie »Konstanten“ und o, eine 

willkiirliche penodiocne Penton von der Periode 2 («,,. = 0). 
Beispiel: 

1 eee 

iy Uae 


De ed ES Pg ae (0) at 
ee AG 7; 6 =4& =d,=—0, also DP, = Erg: 


, also R= Yy4.- 


x 


fi 1 mix 1 ermix 
Carh = LO EES ae 2a+1 Yes TOT ree 
1 2@+4 {eer 


BS Get pa Yen gee 


Es ist noch der Fall 7° =0 zu erledigen: Da €, mel ases Nw 
eine Lésung yon Q(y,) =O ist, so ist auch P(g) = RE, )= rn, eine 
Lésung von @(y,)=0. Zwischen den drei Lésungen 7,, 1.n,, rn, 
besteht aber eine lineare SSeire mit a ee Koeffizienten: 

CoNa TOT tte TO”, a =); 
also, da 7, + 0: 
Gael TS OL er == 0: 


daher ist r{? —«, eine periodische Funktion von der Periode 2") 
(€,42 = €,)) die sich auf eine solche von der Periode 1, d. h. auf eine 
»Konstante“ reduzieren kann. Dann ist 


P=Q+EYy Q=«,Q. 
Aus QP = PQ folgt: 
a, Q? =f ,€,Q AF (Bact aA é,) q.” Yor i: ot,” aS (Cin ct.) 7a Oe or a é,Q 
oder — s s 
Gx [@n(Enaa re bn) Yeas a0 Cae -- ct.) Qr41] ae 0; 

also entweder ihe =(: dann sind, da auch pe =(, wenn pe i) 
und dee =0, Pund Q keine eigentlichen linearen Differenzenausdrticke 
zweiter Ordnung. In der Tat sind zwei Ausdriicke 


P= pyri, + Ps Ye wd Q=—oP + ey,, 
wo « und « periodische Funktionen von der Periode sind, mit- 


einander vertauschbar (vgl. 1., Anmerkung). Oder es ist 7. 40: dann 
miiBte jedenfalls, da Q,,, te Yo43 enthilt, «,,,=«, und daher 


1) Aus ¢+ ¢, pt @, rt? 0 folgt namlich ¢,-+ ¢,7,, a + Omi Ae =0 und 

= 2 2 1 
durch Subtraktion (7) re (ret Cees Ae. )=0; also entweder oe ro) 
(1) 


c 
oder rt) itr O—-4 und daher auch nM) tr) = ae folglich ae =r), 


2 
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auch é,,, = €, sein; das ware aber der Fall 3., a). Ist also erst 
© 49 = Cy, 80 ee oe eigentliche Differonzénatisdrticke zweiter Ord- 
nung der Fall re = 0 garnicht eintreten. 


4, Endlich “oll allgemein die Vertauschbarkeit zweier homogener 
linearer Differenzenausdriicke, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
sind, unter der Voraussetzung untersucht werden, da einer derselben 
irreduktibel ist: Es seien zwei homogene lineare Differenzenausdriicke 
mit rationalen Koeffizienten, P von der Ordnung p und @ von der 
Ordnung ¢(p >q), miteinander vertauschbar: P@—=@P, und es werde 
Q als irreduktibel vorausgesetzt. Die Differenzengleichung Q(y,) = 0 
mige die Lésung 7, besitzen. Da QP(n,) = PQ(y,) = 0 ist, so be- 
sitzt die Gleichung Q(y,)=0 auch die Lisung €,= P(7,). Ware 
nun €, linear unabhiingig yon 7,, so mtiBte nach dem vorher be- 
wiesenen Satze (B.) die Gleichung Q(y,) = 0 reduktibel sein, entgegen 
der Voraussetzung; folglich mu €.—c)7, sein (¢ eine ,,Konstante“), 
Daher hat die Differenzengleichung P(y,) —ey,=0 mit Q(y,) =0 
die Lésung 7, also wegen der Irreduktibilitét von Q(y,) = 0 nach 
einem friiheren Satze (5. Kap.,-I) alle Lésungen gemeinsam; folglich ist: 


PUY.) — (Yr = RQY,) oder P(y,) = ROY.) + CoYr- 
Ferner ist 
PQ=FKOC+HY, VGP=OhO+ 49, 
also wegen PY = QP: 
BOO == Oh OF eG lis: (ie = Oks. 
Daher ergibt sich durch dieselbe SchluBweise wie oben: 

R=SQ+ay,, S=TQ+ ay, usf. 
SchlieBlich kommt man zu einem Differenzenausdruck Z yon kleinerer 
Ordnung als Q, und es mu8B Z—c,y,=0 mit Q@ =O alle Lésungen 


gemeinsam haben, also Z—c,y, «dentisch verschwinden oder 
Z = C,Y,(€,+=0) sein. Daraus folet, dab p = mq und 


Die aa Nie eNO As “+4Q = Cy Q° 

ist. Offenbar ist diese Bedingung fiir die Vertauschbarkeit von P 
und @ auch hinreichend, selbst dann, wenn @ reduktibel ist. — Da 
Differenzenausdriicke erster Ordnung als irreduktibel anzusehen sind, 
so folgt fiir g—1 der am Schlusse von 2. angegebene Satz tiber die 
Vertauschbarkeit eines linearen Differenzenausdruckes erster und eines 
solchen n*** Ordnung. Ferner folgt, falls auch P irreduktibel, also 
nm =1 ist, daB in zwei vertauschbaren irreduktiblen Differenzenaus- 
driicken, abgesehen von einer multiplikativen ,,.Konstanten“, nur die 
Koeffizienten von y, sich um eine additive ,.Konstante“ unterscheiden, 
analog den linearen Differenzenausdriicken erster Ordnung. 


ZWEITER TEIL 


INTEGRATION DER LINEAREN 
DIFFERENZENGLEICHUNGEN 
DURCH ANALYTISCHE 
AUSDRUCKE 


Die Untersuchungen tiber die Darstellung der Liésungen linearer 
Differenzengleichungen durch analytische Ausdriicke sind — mit Aus- 
nahme einiger Differenzengleichungen erster und zweiter Ordnung 
sowie der Gleichungen mit konstanten und linearen Koeffizienten — 
ganz neuen Datums und stecken zum Teil noch in den Anfiingen. Wir 
werden in diesem Kapitel die wichtigsten dieser Untersuchungen, so- 
weit sie fiir ein Lehrbuch reif sind, auseinandersetzen, beschrinken 
uns aber auch hier im allgemeinen (bis auf das letzte Kapitel) auf den 
Fall, da8 die unabhingige Veriinderliche reell ist’), und daB (bis auf 
das 9. Kap. und das 10. Kap., IV) die Koeffizienten rationale Funk- 
tionen sind. — Ferner werden wir auf die in England beliebten sym- 
bolischen Methoden verzichten, da der zur Aufstellung ihrer Grund- 
formelh und deren strenger Begriindung nétige Aufwand die durch 
sie gewahrten Rechenvorteile tiberwiegt, und verweisen dafiir auf das 


Lehrbuch von Boole (1.). 


Siebentes Kapitel. 


Lineare Differenzengleichungen mit konstanten 
Koeffizienten.’) 


I. Homogene Gleichungen. 


Es sei die homogene lineare Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten 
(1) P(y,) = Voun TT WY x4 n—1 Rn ie LnY, = 0 (a, + 9) 
vorgelegt. Setzt man 
Yo Me Uh 


age} 


worin 7 eine Konstante, w, eine Funktion von @ ist, und bertick- 


1) Dagegen diirfen die Koeffizienten der Differenzengleichung komplexe 
GréBen enthalten. ; 

2) Lagrange 1. u. 2., 8. 152—155 (vgl. Lacroix, 1.; Boole, 1.; Markoff, 1.; 
Seliwanoff, 2.). 

8) Vgl. 1. Kap., I. 


170 7. Kap. Lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten. 


(2) Uae ie oe (u, +kAu, +(5 ) dtu, +...tAty Bi (k = 1,2,...; n), 

so erhalt man, wenn noch die ,charakteristische Funktion“ 

(3) fi)=r tar t+. +4, 

eingefiihrt wird: 

(4) Peru, =r fr)u, trp Mau, + rr du, ++ 
pS tf) Atay. 

Die rechte Seite von (4) verschwindet, wenn r= 17, eine Wurzel der 

,charakteristischen Gleichung* f(r) =0 und u,—1 ist, da P(r”)=r7f(r); 

daher ist y, = 7,” eine Partikularlésung der Gleichung (1). 


Sind die Wurzeln 7,, 7,,..., 7, der charakteristischen Gleichung 
alle von einander verschieden, so lautet die allgemeine Lésung von (1): 


Ye, OY al Da hg acts) tO 


worin die @, ,,Konstanten“ bedeuten; die Lésungen 7,”, 7,”, ..., 7% bilden 
nimlich ein Fundamentalsystem von (1), da ihre Determinante 


(5) D = a alae ea (117% Satay Tia = = 1y"a7 [1(r,—1,) = 0 
(Ona Raced) (ORO BIRR ey) (, V==1, 2,..., %5 BS?) 


ist. — Soll im Intervall 0 (inklusive) bis ~ (exklusive) y, = p(x) 
sein, worin g(x) eine vorgeschriebene Funktion von w ist, so be- 
stehen fiir O<a< 1 die Gleichungen: 


ary t+ @yrer te tee + cP gee — p(a+k), (k= 0,1,...,%—1). 


Um die ,Konstanten“ w, daraus zu bestimmen, multiplizieren wir die 
k® Gleichung mit einem noch zu bestimmenden Faktor 4, und 
addieren; dann erhalten wir, wenn noch 


n—1i 

Pl ne 
eda = f(r) 
k=0 


gesetzt wird: 
n-1 


ontfdry) + orghlry) +--+ orztle,) = 1h, 9 +H), 
Poe Yon Sea We eae 
wahlen wir nun die 4, (¢=1, 2,...,”) so, da 7,(r) fiir r=r,,...,7;_1, 
r, verschwindet, also /;(r) = as wird, so ist f,(r,) =f'(,), 


und es ergibt sich: 


Veta) Bred, 


n—1 


©, (a) a= Hep a a + k), (@ca= dg Zp Hie) 
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Die Funktionen ,(#) sind hierdurch im Intervall 0 <a <1 und 
daher als periodische Funktionen von der Periode 1 bei geeigneter 
Wahl von g(a) fiir alle Werte von 2 bestimmt.*) 

Ist dagegen + eine w-fache Wurzel der charakteristischen Glei- 
chung, so wird die rechte Seite von (4): 


are fen(r) Au, TEL EULD (p) Att ly, oe fo rttnfOO(n) Ana, ; 


i 1)! 
dieser Ausdruck verschwindet, wenn wu, eine beliebige ganze Funktion 
héchstens (w—1)*" Grades von wx ist; daraus folet, daB 


2 —1 
Tae NU NI On APRON ke ie ad 


Partikularlésungen von (1) sind; also”): Hiner w-fachen Wurzel der 
charakteristischen Gleichung entspricht eine u-fache Losung der Glei- 
chung (1). 

Wir betrachten den extremen Fall, da alle Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung einander gleich sind; in diesem Falle besitzt 
die Gleichung (1) die » Lésungen 


ra z Daal M—A prt. 
US OUEST | My TO NEE Up oe 


dieselben bilden ein Fundamentalsystem, da eine homogene lineare 
Relation mit ,konstanten“ Koeffizienten 
oO, + a¢r7+-->+ 0,2" 177 =—0 
wegen r + 0 
0O,+ac7+---+0,0"-'=0 
fiir jeden Wert von z, also 


Og Og i055) OO, =O 
nach sich zieht. 
Hs seien nun allgemein h verschiedene Wurzeln 1,, 72, ..., %;, 


von den Ordnungen (,, My, -- +, My, (Uy tue +--+ u,=%) vorhanden; 
dann behaupten wir, daB auch die m Loésungen 


x oe a Mo—-1lp Uv. jai F x Mi pn—1 
eT Ig) Uy any CE Pg yo Ny LT, y 02g OP 


ein Fundamentalsystem der Gleichung (1) bilden. Wir haben nur zu 
beweisen, daB keine Relation von der Form 


po rot p® rote spr 7 0) 


méglich ist, wenn die p (i=1, 2,...,) Polynome vom Grade w;—1 
ant »konstanten“ Koeffizienten Rl an nicht samtlich verschwinden. 


1) W.. 2) Vgl. 3. Kap., Il. 
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Zu diesem Zwecke bilden wir aus der angenommenen Relation die 
h sukzessiven Gleichungen: 


(1) u+k 


pt fp Pte te, yO ptt ® 0)” = 0, 1,2, 0 ND, 


x+k "9 atk h 


worin nach dem 1. Kap., I (vgl. auch Gl. (2) dieses Kap.): 
i 5 k ed : 
po =p + kbp? + (, Ate? Sere Sy ag ere ee 


ist. Da diese Gleichungen fiir jeden Wert von x bestehen sollen, so 
mtiBte auch die Determinante 


() k | (SSS Plt 
Bone: i | (eee 1, a 


identisch, d. h. fiir alle Werte von x verschwinden. Der Koeffizient 
der héchsten Potenz von w in dieser Determinante ist aber, abgesehen 
von einem ,konstanten“, nicht identisch verschwindenden Faktor: 


Oy nied O b= 2. } 
Mga iw Hes, ewe vue). 


verschwindet also nicht, da 7,, 7), ..., 7, You einander verschieden sind. 
Die angenommene Relation ist also nicht méglich, d.h. die obigen 
nm Lésungen bilden ein Fundamentalsystem von (1).*) 


| k 
ed 


Beispiele: 
1. Yass t Yor2— 2Ye41— 942 = 0 (W)), 
fr) =r+r—9r—9=(r+1)(7r?—9) 
Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung f(r) =0 sind — 1, 3, —3; 
daher lautet die allgemeine Lésung: 
Y, = @,(— 1)" + @,3*+ a5 (— 3)*. 
QQ aege— Hey + 6, = 0 (Seliwanoff), 
fr) =r — Tr + 6 =(r—1)(r—6), 
7 Yn = 0, + 0,6". 
iS. Ysa — 5Yn41+ 94, =0 (Seliwanoff), 
f(r) =r? — 6r + 9 = (r—3)*, 
Yn = (@, + @,@)3*. 
Wenn die Koeffizienten der vorgelegten Differenzengleichung (1) 


reell sind, so darf man erwarten, daB auch die allgemeine Lisung 
derselben in reeller Form auftritt, selbst wenn die Wurzeln- der 


1) W. 
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charakteristischen Gleichung komplexe GréBen sind. Wir wollen an 


einem hinreichend allgemeinen Falle zeigen, wie man das stets er- 
reichen kann:*) 


Die Gleichung f(r) = 0 mége eine dreifache komplexe Wurzel 1, 
besitzen; dann hat sie nach einem bekannten Satze der Algebra auch 
eine dreifache konjugierte Wurzel, die wir mit r, bezeichnen; die 
tibrigen Wurzeln r,, r,, ..., 7, sollen reell und von einander ver- 
schieden sein. Die allgemeine Lisung unserer Differenzengleichung ist: 


Y= (@,+ e+ 03 ai”) r*+(@,+0,0+ Cg”) 14° + 60, 177+ Wg Tg -+ CON Fae 
Wird 


r, = o(cosg +7sin gq) 
gesetzt, so ist 


r, = 0(cosgm—ising), 
*=o"(cosrp+isin rq), 
r,” = 0 (cosxm —tsinx). 
Daher nimmt, wenn man 
0, +@,=—%, @ +@, =, Ws + Wg =O, 


(o, — @,4)t = Bo, (, — @5)t = B,, (@3— (g)t By 


| 


setzt, die allgemeine Lésung die Form an: 
2 = 0 [(O% + 0,0 + 0% 27) cos px + (By + B,x + B2”) sin pz] 
SMO Fat Oe gt ate ne ot OT, 5 


darin sind’ a, +0, 0, Bo, By, Be, 75 
stanten“.*) 


..., @, die willkiirlichen ,,Kon- 


Beispiele: 


C4) Yeret 2Ye11 t+ 4Y2=9 (Seliwanoff); 
fr) =Hr+ 2r+4=0; 
ne=—l +173 =2 (cos *5 +7 sin =) i 


27 27 
Y,= 2 (0, COS —-% + @, SIN a). 


5 Fert aaliaien 
eta! 

3 nh ee 

1,9 =C os tis > ry 4 = cos — + sin ra 


31 30 
x + @, cos —-*% +o, sin — 2. 


Y,, = @, COS = 2 + @, sin — : 


ela Bes 


1) Vgl. Seliwanoff, 2. ; 
2) Sollen yy My, My Bo: By, Bo reell sein, so mtissen w,, @,, @, baw. zu 
©,, @,, @, konjugiert sein. 
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(6) Yo 447 2456 “PA ta 2Y e414 +y,=90 (Markoff) ; 
f(r) S=rtt+ 2724+ Br? 4+ 2Qr+1=(¢?+r4+1)? 


Die Gleichung f(r) = 0 besitzt zwei Doppelwurzeln 


1.9 = COS = + @sin Es 
Y, = (@ + 0,2) cos “ea + (By) + B, x) sin at 
Soll unter der Annahme 
Yo Ue ama 


Yyoo berechnet werden, so sind, da nur ganzzahlige x in Betracht | 
kommen, , @,, 8), 8, wirkliche Konstanten, die sich aus den Anfangs- 
bedingungen folgendermaBen bestimmen lassen: 


Yo = % = 9, EC 
= (ey + 4) cos + (By + B;) sin” = 0, 


= (@ + 20) cos s+ (By + 2 B,) sin * aa 
also: 
by 10 = 0 — 0 fg By a 
Shee 
folelich: 
0, wenn «= O (mod ®)| 
f= a) in ae ={¢—1, wenn == 1 (mod 3)), 

Ue 1—z, wenn =—1 (mod 3} 

und insbesondere: 
Lio = ae sin e == 99. 


Uber homogene lineare Differenzengleichungen mit ,,konstanten“ 
oder tiberhaupt mit periodischen Koeffizienten existieren noch keine 
Untersuchungen von hinreichender Allgemeinheit; es sei an dieser — 
Stelle nur bemerkt, dah z. B. die Gleichung y,,, = e”**y, die Lésung 


Yy, = oe%*@-) hesitzt, ferner die Gleichung y,,, = ctg 5a -y,, die 


Lésung y, = @ sin = ot (a willkiirliche ,,Konstante“.) — Siehe auch 
die beiden Noten von Esclangon, 1. und 2., iiber vollstandige lineare 


Differenzengleichungen, deren Koeffizienten eine irrationale Periode 
besitzen. 
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II. Volistiindige Gleichungen.‘) 
Die Lésung der vollstindigen Gleichung 


(6) P(y,) = ) Po WH Yetn—1 aaa BnYa = Px (a, +0) 


kann nach den im 3. Kap., V auseinandergesetzten Methoden vollftihrt 
werden; die allgemeine Lésung von (6) lautet danach: 


Deere ne) (1) (2) > (2) (n) > AO) 
Mae KES > Pets ty; Dee susan ls tte Uy Py 54.149 


worin die 2 die zu den Lésungen y der reduzierten Gleichung 
P(y,) =0 adjungierten Funktionen sind und der zu P(y,) =0 ad- 
jungierten Gleichung P(z,)=0 gentigen. In unserem Falle lautet 
die adjungierte Gleichung: 


P(z,) = Pig Wy en 44 oF Ay 2,49 oh oe qe Qn end n oe O; 
ihre charakteristische Gleichung 
f(r)=1l+ar+ar?+---+arr=0 


besitzt als Wurzeln die reziproken Werte der Wurzeln 7,, 7,,..., 7, 
der charakteristischen Gleichung 


f%)=rtar?-i+---+4,=0 


der reduzierten Differenzengleichung P(y,) = 0. 
Sind siimtliche Wurzeln dieser Gleichung von einander verschieden, 
so ist: 


Oe eee i (—)’. *) 


3 D ay”) = FG) \v 


Dies ergibt sich auch folgendermafen: es ist nach dem 3. Kap., IV: 


A eee Ee 
z Si, (Cag) ! 
aber nach Gleichung (4) dieses Kapitels: 


ji Ty ms 
also: 


S02) =e F %)- 


1) Lagrange, 1. u. 2. (vgl. Lacroix, Boole, Markoff’, Seliwanoff’); W. 

2) Siehe Gleichung (5) dieses Kapitels; die Gleichungen (8) im 2. Kap., I, C 
ergeben fiir diesen besonderen Fall die aus der Algebra bekannten ,,Eulerschen 
Formeln“. 
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Daher lautet die allgemeine Lésung von (6): 


Pr na De | Lp = De 
(7) Y, = aes Hat ee + aay" ‘ rz I sar eee ; res 


es sei wieder daran erinnert, da jede Summe 2 noch eine willktir- 
liche additive ,,Konstante“ enthilt. 


1. Beispiel: 

x Sale Yn42 a CORRS aa by, ied (Seliwanoff, W.); 
(O=P— ir +6=0, ,= hb 4=6; 
fry = 2 15 R= oO) 0; 


1 ) 1 = ab, 
ea set Dig Oa ae 
a (% —1) G fy 6 (Gy +6 (4); 
r= oy) >* x) = BONG 25\6/) ? 
ou! aera 1 1 1 
. YF Oye gO" an OS) oa hase 

5 3 been 
cao3 5 x cr as a 
Yo = M1 + O20" + Fou 1 


In vielen Fallen kann man aber eine Partikularlésung 7, der voll- 
standigen Gleichung (6) direkt finden, sodaB, wenn 7, die allgemeine 
Lésung der reduzierten Gleichung ist, nach dem 3. Kap., V die all- 
gemeine Liésung von (6) die Form y,=7,-+7, hat. Der wichtigste 
dieser Falle ist der, da} die rechte Seite p, = a*g, ist, worin g, eine 
ganze rationale Funktion von « bedeutet; es kann auch insbesondere 
a=1 oder g,=c (Konstante) sein.*) Wir setzen in diesem Falle, 
um eine Partikularlésung von (6) zu erhalten, y, = a”u,, worin auch 
uw, eine ganze Funktion ist. Dann ergibt sich vermége der Identitit (4) 
dseses Kapitels nach Division durch a* die Gleichung: 


8) faut af Au, + Gram, +--+ ar aru, — 9,, 


die zur Bestimmung von w, dient. 

Wenn a keine Wurzel der charakteristischen Gleichung f(r) = 0 
ist, so besitzt w, denselben Grad wie g,; man setzt nun wu, mit un- 
bestimmten Koeffizienten an und erhalt durch Vergleichung der 
Koeffizienten gleich hoher Potenzen von 2 auf beiden Seiten der 


Be 
1) Partielle Summation; >  — us ; (siehe z. B. Seliwanoff, 2., S. 35 
u. 87); vel. 1: Kap. It, B, (e), mh). 
2) Vgl. Boole, Markoff, Seliwanoff 
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Gleichung (8) zur Bestimmung derselben ein lineares Gleichungs- 
system. Von der Auflésbarkeit dieses Gleichungssystems tiberzeugt 
man sich am besten folgendermafen: Nach der Newtonschen Inter- 
polationsformel*) gilt fiir die ganze Funktion m'™ Grades g, die Ent- 


wicklung | 
G2= > (5) 
worm ee 
a, = Atg,, ts) =e ee (b= 1,2,..., 2), (y) ai 


ist; setzt man nun in derselben Weise 


U, = 2 Ali) 


so erhalt man fiir die zu bestimmenden Gréfen f, aus (8) durch Ver- 


gleichung der Koeffizienten von ey (k=m,m—1,...,1,0) die 
Gleichungen: 


Pos f(@) a7 On? 


Bn —1 f(a) i B, af (a) a Om —19 
(9) le o f'(@) 
Bn —2 f(@) a Bn —1%f (4) 55 Band aor ae SG ON) 


Da f(a) +0 ist, so lassen sich in der Tat hieraus die Koeffizienten 
Br Bm-—1> +++» Bt» Bo Sukzessive bestimmen. 

Ist dagegen a eine k-fache Wurzel von f(7) = 0, so nimmt die 
Gleichung (8) durch die Substitution y, = a*u, die Form an: 


) AED (gy fa) 
eee a het ta Oe = 9,3 
aus ihr folgt, daf wu, vom (m-+hk)'*" Grade in @ ist, wenn y, den 

Grad m besitzt. Man kann hier setzen 


m+k ” 


x 
u, = > ea" oder auch uw, = B; (, 7) 
$=k 


7~=0 


und erhalt zur sukzessiven Bestimmung der Koeffizienten £,,, B,,_1, +++ 
B,, By die Gleichungen: 


1) Siehe z. B. Seliwanoff, 2., S. 6. 
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ALC eee 
Bin, a’ aie = On» 


peak ae = 


Wea 
(10) een pe a By, @ (k 1)! a eee 


£( va She ® 
By 2 ge Steget gptt Fe. Tay may, = Mm 2 9 


Diese Gleichungen sind lésbar, weil sowohl a als auch f“(a) von 
Null verschieden sind. 


Beispiele : 
e) Yu+2— “You, + 6y,= 2% (vgl. das 1. Beispiel). 
Hier ist g, = « und a =i einfache Wurzel von 
f(r) =r? — Tr +6 =(r—1)¢—6) = 0; 
daher existiert eine Portibularloswie: 
Ny = Uy = O@ cya; 
setzt man diesen Wert fiir y, in die vorgelegte Gleichung ein, so 
ergibt sich: 


1 8 


Onara = ge Cinema) 


daher lautet die allgemeine Losunge: 


Wie Oye Os One lt  U da, 


in Ubereinstimmung mit dem vorher gefundenen Resultat. 


(3.) Yu42— DYx44 + by, =a (Boole). ty N ce 5 
Nz = "By, By(a*—5a+6) = 1; 
gem od mo te Par 


Ist. a = 3, also eine Wurzel der Gleichung f(r) =7r?—5r + 6 =0, so 


ay ae 1 
setze man 7, = 3”-¢,x; dann ergibt sich c, = 3 also: 


Y;, = 0,27 053" + w- 3*-1: 


ganz ahnlich ftir a= 2. Man findet dies auch folgendermafen: 


I. Vollstiindige Gleichungen. Nees) 


/ 5 5 
a Yer, — — Yess + Yori — Ye = 1 (Markoff). 
Hier ist 


f(r) 7 : p> + 


2 =(r—1 +1) (r— 3) 2); 
ferner ist g, = 1 und a=1 einfache Wurzel von f(r) = 0, also 
Let 

eine Partikularlésung, durch deren Einsetzung in die vorgelegte Glei- 
chung ¢c, = — 1 folgt; daher lautet die allgemeine Lésung: 

y, = 0, + 0,(—1)*+ 05( -) + 0,22. 
Soll unter der Annahme 

Fee a bp Y=—8, y¥,=—6 


Yioo berechnet werden, so ergeben sich fiir die willkiirlichen (hier 
wirklichen) Konstanten die Werte: 


0,=%2%—0, o=—a,=—— 8, 
also: 


Y,—= 8(—1)*- a = A 
und daher: 
Y100 = — 108 Aig a = — 108 cs a, 


d. h. nahezu gleich — 108. 
(3) Yo49— 4Yn.1+ 4y,= 40" (Boole, W.).’) 
fo) =r — 4r +4 = (2), 
f@)=(—2), F(a) = 2(4—2); 


(9) y=1, am =0; 4, = a*(Bx+ Bo); ‘ J 
aus : 
1 2a / 
By = Gio? Boe (a — 283 ey Ae 


2a 


= (ay + 9) 2" + eee ie oe a ae) at yt wy 
Ist a = 2, also zweifache Wurzel von f(r) = 0, so hat man zu setzen 


x x(a — 1) (~ — 2) 


nig = 2° (8, 729 + 6, *E OE), 


1) Boole (1.) benutzt symbolische Methoden} die obige Rechnung zeigt, daB 


man ohne dieselben ebenso schnell zum Ziele gelangt. 
13% 


180 7. Kap. Lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten. 


aus den Gleichungen (10) ergibt sich, da hier m=1, k=2, f’(a)=2, 
f(a) = O ist: 


1 ii 
Pa hae? Bo ae OF 
also: . ; 
Yn = (@, + 0,4) 2” 4 oe, ae aes: at 


Besteht die rechte Seite aus mehreren Gliedern von der Form 
a*g,, so greift folgende einfache Bemerkung Platz: Ist wu, ee Lésung 
von P(y,)=p, und v, eine Lésung von P(y,)= q,, so ist u,+ 2, 
eine Lésung von P(y,) = p,+4,; in der Tat ist: 


PU, + %,) = P(uz) + P@,) =P, + Ge- 
(6) Yrra+ ay, =cosmsz (Boole, W.).*) 


ai ai 
[Nar += 0r y= ae, r= ae? : 
1 5 : 
CON MND = 5 (O4 ge) 
Die reduzierte Gleichung besitzt die allgemeine Lésung 
4 < 4 
Ee eS x a . aoe a 
Y¥,= 4a (0, cos 5 & + @, Sin 3 2) 
Hine Partikularlésung der Gleichung 
1 . 
2 Coe Eee : 
Yara + Py, = 7-ebmie 
hat nach unserer Theorie die Form: 
(1,2) mia. 
Ne vga Des € ? 
durch Hinsetzen in dieselbe ergibt sich: 


ie ae ae 
by Sa On ts a”) . 


daher lautet nach unserer obigen Bemerkung eine Partikularlésung 
der vorgelegten Gleichung: 


7, = 2 [(eemit ai\et emia ae CF eee Ol eae 
nd 2 


und daher ihre allgemeine Lésung: 


a* cos mz + cos m(a — 2) 
a*+2a?cos2m+1 7 


% a? cos max -+- cos m(a — 2) 


2 n) cis at + 2a%cos2m +1 


e4 ‘ 
Y, = a" (0, COS > % + @, Sin 


Aber auch in anderen Fallen kann man zuweilen direkt eine 
Partikularlésung der vollsténdigen Gleichung finden, wie wir an zwei 
Beispielen erliutern wollen: 


1) Vgl. die Anmerkung auf 8. 179. 
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(7) = +274 2r+1=(r+1) (PF? +r4+1)=0: 


27 nh eH Z 
re=—1, 1,3 — COS — +i sin =; 
die reduzierte Gleichung besitzt also die Lésungen 


(3) 


= (Gl paneer 2 Mei ees 
g° =(—-1¥, 7 = cose, gy” = sin = a. 
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Der Anblick der rechten Seite suggeriert den Ansatz: 


durch Kinsetzen in die gegebene Gleichung folgt: 


a=—b=1, 
also: 


rs 21 eae PABA 
Y, = @,(—1)"+ @, cos =git FO, SIN ep = 


Soll unter der Annahme 
3 5 
Ue Gi We Gg? Y¥z=135, 
Yoo) berechnet werden, so ergibt sich zunachst aus den Anfangs- 
bedingungen fiir ganzzahlige zx: 


o,=1, °0,=—a;= 0; 


also: 


1 
Yu — 1 se a (a@ — 1)? 


und daher: 
1 : 
Yo00 = 1 + 39800 ° 


Ist endlich die rechte Seite der Gleichung (6) von der Form 


ty 
nf otor-tay, 
th 


ty 
ee “o) I~ —1 
YN» -| Fit) t dt, 
at 


worin f(¢) die charakteristische Funktion bedeutet, eine Partikular- 


so ist offenbar 


1) Man kann natiirlich auch die Methode der Variation der ,,Konstanten‘ 
anwenden, doch wird die Rechnung bedeutend linger. 
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lésung von (6), vorausgesetzt, daf das Integral tiberhaupt einen 
Sinn hat.*) 


8. Beispiel: 


1 1 4) 
Votes Utd Nig 
a 


Da = | #*-1dt (c>0), also hier y(t) = 1 ist, so wird: 
9 
1 
hance . 
Wee = [cat (cr; E> 0); 
0 


Am Schlusse dieses Abschnittes mdge bemerkt werden, daB 
Gleichungen von der Form 


a Oy VeYr4n—1 ae a, Ve Tn—1 Yotn—2 at me “E a, Vn Vn—1 ahr Gr n+1 Yy a Pr 3} 


durch die Substitution y,=TT¢,_,4,°U, (zB. durch y,=T@—n-+l])u,, 
wenn g,— x ist) nach Division durch TTg,,, (bzw. durch [(w+1), 
wenn ¢,— 2) in Gleichungen mit konstanten Koeffizienten transformiert 
werden, namlich in: 


p Py 
We oat Ay Uy +n 1 ni Ag Uy 4m —2 = ie a + UU, Iq ; (baw. See) ; 
Z. B. wird die Gleichung 
Yuan ie Ay OY gn 4 a8 Oy OY. sn —2 fe ah aay, SES 


die auch in der Form 
n(n—1) 


x epye—l, se 3 Xyxt—1,., ~xe—n+1 = 
Yorn ha Yorn ata a a Y eg a3 a, & aw ae” Y= Pz 


geschrieben werden kann, durch die Substitution 


ek, I] x—n+1 = 2 
a a Ue =O 7 Uy 


x (a +1) 


nach Division durch Tla***+=a@ * in die Gleichung mit kon- 


stanten Koeffizienten 
n(n —1) aes +1) 


9 


Ueeiete WYo4n—-1 = Mg AY, 12 a ca =F a, 5 Yx — PO 


transformiert. — Besonders einfach gestaltet sich der Fall p, = 0. 


1) Vgl. Nielsen, 3., S. 264. 
2) Boole, 1. (Deutsche Ausgabe 8. 123ff.) 
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Ill. Anwendungen. 
A. Anwendungen auf rekurrente Reihen. 1) 
Rekurrente Reihen (in engerem Sinne) sind solche Reihen 


Yoo Yy> Yo) a ie Yo) Yost op Sie ory 


fiir die je m aufeinanderfolgende Glieder durch eine Relation 


Youn rg WYe4n—1 ae A Yous n—32 mi “ee =F a, Ys > 0 
mit konstanten Koeffizienten verbunden sind. Die Auflésung dieser 
Differenzengleichung gestattet, das allgemeine Glied y, der Reihe als 
explizite Funktion des (ganzzahligen) Index x darzustellen. 
1. Lehrsatz: Eine konvergente Potenzreihe 


AAS ence ks aan a a 


deren Koeffizienten eine rekurrente Reihe bilden, ist eine rationale Funk- 
tion von t.*) 
Beweis: Die Relation zwischen » Koeffizienten der Reihe sei: 


P(y,) = Urea 3 WY n4n-1 +5 As Yx4n—3 ae > nt te a,Yx cE Os 
Nach Multiplikation von F(¢) mit 
vt)=1lt+attaP?+---+a,t" 

erhalt man: 

PE) = FOV =%t H+Uyot + Yt ay + ey)? + >> 

EN ney tt tt, Yo) 3 
die Koeffizienten der foleenden Potenzen sind niimlich die Werte der 
Funktion 
P(y,) == Yon aie AYr 4n-1 at A Yn4n—2 “Ile ae a anYy 

fiir z=0,1,2,..., also infolge der obigen Relation alle gleich Null; 
daher ist: 
eine rationale Funktion von f. Q. e. : 

Umgekehrt lift sich die rationale Funktion 


Rt b, + bt + 0, t°+ +: -+06, ,%71 
iis ping $e a,b) et a, 0" 
1) Die Literatur tiber rekurrente Reihen siehe bei Andoyer, 1., S. 69, 


Note 48. as 
2 2) Vgl. z. B. Serret, Algebra, deutsch von Wertheim, Leipzig 1878, 1. B., 
8. 426 ff. ; Siang? 2.,8. 00 ff i tt) heiBbt die ,,erzeugende Funktion“ (Laplace, 1., 


Se-7-ff.), 
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in die Reihe 
Up GO Yat ee ey ae 
entwickeln, fiir die je  aufeinanderfolgende Koeffizienten durch die 
Relation , 
Peay WYrin—-1 dr AY rin—2 a na. 71% anYs Te 0 


verbunden sind. Die ersten » Koeffizienten bestimmen sich aus den 
Gleichungen: 

Yona by ’ 

Y1 + 444 = 4, 

Yo + AY; + My Yo = be, 


Yn—1 AY, 2 - ie zy Gy, 4 Yo mt Dei 


Die Differenzengleichungen kénnen also dazu dienen, die Koeffi- 
zienten der Entwickelungen rationaler Funktionen in Potenzreihen als 
explizite Funktionen des Index zu bestimmen. 

2. Aufgabe: Es soll das allgemeine Glied der Schimperschen 
Rethe (der Zahlen des Fibonacci ')) 


ee ee ee 


? EES: 


deren jedes Glied die Summe der beiden vorhergehenden Glieder ist, be- 
stimmt werden.*) 
Lésung: Je drei aufeinanderfolgende Glieder der Reihe geniigen 
der Relation 
Y43— Yor — Yo = 95 


die Anfangsglieder sind y,=0, y, =1. Die charakteristische Gleichung 


fo) =r—r—-1=0 
hat die Wurzeln 


ry } 


> 


Sa OVE ek 
Te ee 5 


daher ist die allgemeine Lésung: 


a Ce A a5 4 ( ral 


aus den Anfangsbedingungen ergibt sich ¢, = —c, = nee also lautet 
das allgemeine Glied: Vs 


Se awh 


1) Ivbonacct, genannt Leonardo Pisano, Liber abaci, 1202 u. 1228. 
2) Seliwanoff, 2., 8. 90; vgl. Frege, Habilit.-Schrift, Jena 1874, S. 21. 
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3. Aufgabe: Aus m gegebenen Zahlen 


Yor Yi> Yor ++ +> Ym—1 


wird eine unendliche Reihe derart gebildet, dab jedes Glied derselben 
das arithmetische Mittel der m vorhergehenden Glieder ist; welcher Grenze 
nahert sich y,, wenn n unenilich wiichst?*) 


Lésung: Die der Aufgabe entsprechende Differenzengleichung lautet: 
Yesomas =e TY ztm—a to + Yat +Yx) = 9: 
Die charakteristische Gleichung 
f(r) =r” = (en trem? +... tyr + 1)=0 
besitzt ee Wurzel 1, und es ist: 


v(r) = — = mr™—-* + (m—A1)rm—? +.--438r?4+2r41; 


die Wurzeln von 7#(r)—0 seien 7;,7,,.--.,7,_,- Dann lautet die 
allgemeine Lisung der Differenzengleichung (fiir ganzzahlige x): 
, x 
sea eA os ag ey 

dipeWonstanten 6 Ci..c.05C.. 4 
bedingungen : 

Cot Cy + C, Se ia eae SAND) 

Corie tein tes i 2 Gy i mt 1» 


bestimmen sich aus den Anfangs- 


m—1 


—1 m—1 
+ G15 ies se ar en ae Beale 


mm 
Co + O11 
Insbesondere ergibt sich, wenn man diese Gleichungen der Reihe 
nach mit 1, 2,..., m multipliziert und addiert: 


a) 


2 <6) = Yo 2H, + 89g +o F MY y—1- 


Man kann nun leicht zeigen, daf der absolute Wert der Wurzeln 
r, (k=1, 2,...,m—1) kleiner als 1 ist: Es sei 7, = ge’ eine Wurzel 
yon w(r) =, worin @ der absolute Betrag von 1, ist. Dann mu 

1 ats 
OES peel) ie oO at eee ee tO) a 1) 
sein, und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur fiir y = 0. Wenn 
nun 9 >1, so ist: 
Of oes ol : 0 lig 


1) Markoff, W. 
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und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur fiir @ = 1; daher miiBte 


1 
m beets m—1 
? a moe 


sein; hierin gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn gleichzeitig g = 0 
und 9 = 1, also r,=1 ist. Da aber w(1) +0 ist und die letzte Un- 
gleichung fiir das Zeichen < einen Widerspruch mit der vorher- 
gehenden ergibt, so miissen simtliche Wurzeln r, (k =1, 2,..., m—1) 
von w(r) = 0 dem absoluten Werte nach kleiner als 1 sein. Daraus 
folgt aber: “ 

Lim = ¢0 = sity 4oay (Yo + 2th + BY ++: My, -1): 


w=o 


B, Anwendungen auf die Geometrie. 


4. Aufgabe: Die Kurven von der Beschaffenheit zu finden, dafs, 
wenn von einem festen Punkte in rhrer Ebene n Strahlen gezogen 
werden, die gleiche Winkel mit einander bilden, und dieses Strahlen- 
biischel um den festen Punkt gedreht wird, die Summe der Radien- 
vektoren konstant bleibt.*) 

Losung: Die Winkel, welche die Strahlen mit einer festen Achse 
bilden, kénnen ausgedriickt werden durch 


2 7 4a 
Dies pe es a ane pes ee oe 


und wenn r= F(q) die Polargleichung der Kurve in bezug auf den 
gegebenen Punkt als Pol ist, so hat man: 


2(n—I1)x. 
n ; 


F(p) + F(p + =") $e + F(p+ 2 Ue) = na, 


N 


worin a eine Konstante ist. Wir setzen nun 


dani erhalten wir die Differenzengleichune: 
Us Yost si wi a Yutn=t re Wa; 


ihre allgemeine Lésung ist 


2(n—1 
gris De 


2% 4a 
Yn = 4 + 00, COS Wat + @, COS ee a asis oh Og oy = - 


worin die «, ,,Konstanten“ bedeuten. Daher lautet die Gleichung der 
gesuchten Kurven: 


r=4+ @, cos p + @, cos2m+---+,_, cos (n—1); 


die Partikularlésung 
r=a+becosqg, 


1) Boole, 1. 
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in Cartesischen Koordinaten 

(2?@—bat+y?)* = a2? +y’), 
stellt die FuBpunktenkurve des Kreises dar, welche also auch die ver- 
langte Higenschaft besitzt. 

3. Aufgabe: Es soll die Gleichung der Kurven aufgestellt werden, 
fiir welche das Produkt der beiden Abschnitte der von einem festen Punkte 
durch die Kurve gezogenen Geraden konstant ist.) 

Lisung: Ist wieder r = F(q) die Gleichung der gesuchten Kurve 
in Polarkoordinaten, so hat man 


Fg) -E(p +2) =, 
oder, wenn gy =a@ und I(x) = y, gesetzt wird: 
VeYrss =O. 
Wir setzen ferner y, = cu, und erhalten: 
Uy Wey 44 aa i 
durch Logarithmieren ergibt sich: 
Inu, + Inu,,,=9, 
also, wenn man In uw, = v, setzt: 
Dei AD, = 0). 
Hine reelle Partikularlésung dieser Differenzengleichung erster Ord- 
nung ist: 
ees (CPF + 6 4?) = COS WX 
x 2 hese) 


also die allgemeine Losung: 
0. = @),, COS 12, 


worin ,, eine willkiirliche periodische Funktion von der Periode 1 ist. 
Daher lautet die Gleichung der gesuchten Kurven: 

2 op O88 

Y= Ce P ; 

worin 0, eine beliebige reelle Funktion von gm mit der Periode a be- 


deutet; in der Tat ist: 


9 


= 2 4 ‘ "op é Yorn aa as 
Z. B. ist fir e, = tg gp: 2 
—— Np « 
r= Cerne: 
fiir 9, =0 wird r=c, d.i. die Polargleichung des Kreises, bezogen 


auf don Mittelpunkt. Auf einen Punkt mit dem Abstande b vom 
Mittelpunkte bezogen, lautet die Polargleichung des Kreises mit dem 
Radius a: Sareea ee 

r = Va? — DB? sin? p + 0 cos g, 


1) Boole, W. 
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oder, wenn a > 0b ist und a?— b? = c? gesetzt wird: 
b OS Uae 
r = ¢\— cos p + I + 7 cos’ @ }, 


ee pee eae 
In (es cos ~ + V1 + D cos? ») 


r= ce o) 


b Mon ee 
In og 8 OT rawr 


Oy ina COs p 4 


oder endlich: 


hier ist also: 


und dies ist in der Tat eine periodische Funktion von mit der 


Periode z. . 
Weitere Anwendurgen auf die Geometrie finden sich bei 


E. Combescure (1.). 


Achtes Kapitel. 


Differenzengleichungen mit linearen Koeffizienten. 
Integration derselben durch bestimmte Integrale. 


Den linearen Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten 
stehen am niichsten diejenigen, deren Koeffizienten lineare Funktionen 
der unabhangigen Veriinderlichen sind. 


I. Homogene Gleichungen.*) 


Die sogenannte Laplacesche Differenzengleichung lautet: 
(1) (aya a by) Ye = (a, 2 ay Byes y + nie as (a,x a Oe i aa 0, (a,+ 0); 


setzt man 

v(t) =a +at+---+4,t, pt) =b+0¢t4+---4+ 5,0, 
so kann dieselbe mit Benutzung des Operationssymbols D (s. 1. Kap., I) 
kurz in der symbolischen Form 


[p(D) + ev(D)]|(y,) = 0 


geschrieben werden. Um diese Gleichung zu lésen, setzen wir mit 
Laplace: 


by 
@) = fenoat,) 
4 
worin die Funktion f(t) und die Grenzen ¢, und ¢, passend zu be- 
stimmen sind; dann wird Gleichung (1): 


ty 


fltf® (PO+ 20) dt =0. 


ty 


1) Laplace, 1.; Pincherle, 1*.; Heymann, 1.; Brajtzew, 1.; Webb, 1.; W. 

2) Diese sogenannte ,,Laplacesche Transformation“: ist fiir die linearen 
Differenzengleichungen von auferordentlicher Wichtigkeit, weil durch dieselbe 
das Problem ihrer Lisung auf die Integration einer linearen Differentialgleichung 
zurtickgefiihrt wird (und umgekehrt); vgl. 10. Kap., HI. 
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Nun erhalt man durch partielle Integration: 


ferro omat=epo oo —f o@FSP at; 


also ergibt sich: 


ferratio@ ny — 220) + worl =o. 


4 


Die Gleichung (1) wird durch den Ausdruck (2) befriedigt werden, 
wenn jeder dieser beiden Teile fiir sich verschwindet; aus 


; d (p(t) FO 
pF) — ETE = 0 
folet: 
FQ _ gpQh—-tv' 
fo) tp?” 
also mit Unterdriickung einer multiplikativen Konstanten’): 
ep (t) 
Sra di rok 
Hs sei nun (t) = a,(¢—a,)({—a,)...(¢—a@,) und, in Partial- 
briiche zerlegt, 


t) : ’ . 
(3) a a a Q Ca ar 0), 
k=0 


und wir wollen zunachst annehmen, daB alle «, von einander ver- 
schieden sind; dann ist, abgesehen von einem konstanten Faktor: 


f(t) = to(t — or, a8... (toe, Pn. 


Die Grenzen ¢, und ¢, sind nun so zu wihlen, daB 
ty 
(4) [t7+Po(t—a,)e... (t—a,)?n] = 0 
t 


wird; unter der Voraussetzung, da die reellen Teile von 2 + {), 
B,,-.+, B, positiv sind, erreicht man dies, indem man ¢t, = 0, 4, = a, 
(k= 1, 2,...,) setzt. Man erhilt so » Partikularlésungen von (1): 


oe . 
(By yf tte (ta m8 aad, (k= 1, 2 
0 


Ist a, =07*), also p(t) etwa vom Grade »—~yr in ¢, so tritt in der 
Partialbruchzerlegung (3) eine ganze Funktion (r — 1)" Grades von ¢, 


1) Diese Konstante ist zwar von ¢ unabhingig, kann aber eine periodische 
Funktion von w mit der Periode 1 sein. 

2) Dann mu8 b,=-- 0 sein, da sich sonst die Ordnung der Gleichung (1) 
erniedrigt, 
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also unter dem Integral (5) e¢ auf, worin o(¢) eine ganze Funktion 

r™ Grades bedeutet; ist ferner «, eine w-fache Wurzel von w(t)=0, 

so enthalt der Integrand von (5) einen Faktor von der Form: 
So 


= (—a;) 


= 


Auch in diesen Fallen sowie in den Fallen, wo die reellen Teile von 
Bot, B,, ..., B, negativ (bez. Null) sind, kann durch geeignete 
(komplexe) Integrationswege (sogenannte Doppelschleifen) der Aus- 
druck (4) zum Verschwinden gebracht werden; ausfiihrliche Dar- 
legungen tiber diese Integrationswege findet man in Schlesingers 
»Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen“, Bd. I, 
S. 409 ff. — Als Beispiel kann die im 1. Kap., II, C behandelte Diffe- 
renzengleichung der Gammafunktion dienen. 


II. Volistiindige Gleichungen.') 
A. Die rechte Seite ist eine ganze rationale Funktion von 7%. 


Hs mége zunachst eine allgemeine Bemerkung gemacht werden: 
Wenn eine lineare Differenzengleichung in der Form 


(6)  g@@Aty + qe VA ty, +. +g Ay, + OY, = 4, 


vorliegt, worin die Koeffizienten ie (¢=0,1,...,) ganze Funktionen 
von x sind, deren Grad den Index nicht tibersteigt, wihrend q, eine 
ganze Funktion vom beliebigen Grade m ist, so geniigt ihr als Par- 
tikularlésung im allgemeinen eine ganze Funktion m*” Grades, die man 


is fortschreiten liBt.?) Denn 


zweckmaBig nach Binomialkoeffizienten ( i 


setzt man 


Yn = Yo t Ve + ”(5) A el fale) 


in (6) ein, so wird die linke Seite im allgemeinen eine ganze Funk- 
tion m*" Grades, deren Koeffizienten die y, linear enthalten; durch 
Vergleichung gleich hoher Potenzen von # auf beiden Seiten der 
Gleichung (6) erhalt man also m-+ 1 lineare Gleichungen fiir die 
m-+1 GréBen »), 714,---, Ym) aus denen sich diese im allgemeinen 
bestimmen lassen. 

Ubersteigt dagegen der Grad der ae auch nur an einer einzigen 


1) Heymann, 1., 8S. 309ff.; W. 
2) Newtons Interpolationsformel; vgl. z. B. Seliwanoff, 2., 8. 6. 
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Stelle den Index, so ist der Vorgang nicht so einfach. Wir wollen 
fiir diesen Fall die Gleichung (6) wieder in der Gestalt 


(1) PY) = PO yey Oe Verna ti + Pe Yost + Pa Ya = Po 
schreiben und annehmen, daB uw (<m) den héchsten Grad der Koeffi- 
zienten p? ((=0,1,...,) bezeichnet, waihrend p, vom Grade m ist. 
Wir machen nun in (7) die Substitution 


Wig cia aha res gen eh eae 
dadurch geht die Gleichung (7) tiber in 


worin f(#) eine ganze rationale Funktion m‘" Grades bedeutet, deren 
Koeffizienten die y,; linear enthalten. Mittels dieser m—mu-+ 1 un- 
bestimmten y, kénnen wir es im allgemeinen erreichen, da auf beiden 
Seiten dieser Gleichung die Potenzen 2” bis x gleiche Koeffizienten 
erhalten und sich aufheben, sodaf die fiir z, zuriickbleibende Diffe- 


renzengleichung 

P(e.) = P.— f(#) 
als zweiten Teil eine ganze Funktion von x besitzt, deren Grad auf 
den w — 1%” herabgedriickt ist. 


Wir betrachten nun eine vollstindige Laplacesche Differenzen- 
gleichung 


(8) Gt tere = 9); 
k=0 


worin g(x) eine ganze rationale Funktion von w ist: hier tibersteigt 
nur der Grad des Koeffizienten von y, den Index 0 um 1; daher labt 
sich nach unseren obigen Auseinandersetzungen der Grad von g(#) im 
allgemeinen auf den 0%" herabdriicken, d.h. g(w) kann im allgemeinen 
als Konstante x vorausgesetzt werden. Unsere Gleichung lautet dann 


(9) > ether %; 
-  k=0 


sie kann durch dasselbe Integral (5) wie die homogene Gleichung 
integriert werden, wenn man statt der Grenze 0 eine andere, z. B. 1 
nimmt, fiir welche der Ausdruck in (4) nicht verschwindet. Setzen 
wir in der Tat in (9): 


1 
yl =1f tot? 1¢—aa-t,. (ta, m1 dt, ) 
ap 
ere Ci OR Sere DY. 

1) Es gentigt, das eine Partikularintegral mit den Grenzen 0 und 1 zu 
nehmen, da man nach I die Lisungen der reduzierten Gleichung kennt. 
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so tritt an Stelle der Gleichung (4) die Gleichung 


nf 
a,A[e+%(t— ae... (¢—a,)n] = x, 
a 


aus welcher, falls a,+ 0 und #(6,)') > 0 ist, 


(10) —  A=u(1L—ao,)-%...(1—a,)- Pasa 
folgt. 

Fir a,=0, #(B,) <0 und fiir mehrfache Wurzeln «, von 
w(t) = 0 treten die unter I angegebenen Modifikationen ein. Ferner 
versagt die Bestimmung von 4 aus Gleichung (10), wenn eine der 


Wurzeln a; gleich 1 ist. In diesem Falle ist aber Xa =0, sodaB 


die Gleichung (8), wenn man darin die Ditfrodven "Ary, einfiihrt, 
zum Typus (6) gehért und daher als Partikularlésung im allgemicmen 
eine ganze rationale Funktion von 2 besitzt, deren Grad Mieih dem 
von g(x) ist. 

Beispiel: 


Yorn— CY, = % (Heymann). 


Durch die Substitution «—nz, y,, =u, geht die vorgelegte 
Gleichung itiber in 


U — N2U, = %; 


z+1 
daher lauten die Partikularlésungen der reduzierten Gleichung: 


— (k) x x , ip 
y, =&, r(*) (K=1,2,...; 93 6° =). 


Ferner ist in unserem Falle g(t) = ¢”, w(t) =— 1; daher lautet eine 
Partikularlésung der gegebenen Gleichung: 


Se 
Y= if Ce ats 
{ 
die Konstante 2 bestimmt sich aus der Gleichung 


foe) 


he i 
— afm | Sen Oa ted = oe 
: 
Diese Lésung gilt fiir jeden Wert von 2; fiir n=1, x=e 
sich die Funktion Q(#).”) 

Wir haben im vorhergehenden mehrfach den Ausdruck ,,im 
allgemeinen* gebraucht, um ‘anzudeuten, daB Ausnahmefalle eintreten 
k6nnen, in denen sich die Koeffizienten ‘der angesetzten ganzen ratio- 

1 R(B) bedeutet: ,,reeller Teil von Be. 

2) Vel. 1. Kap., I, C 


Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 


"1 : 
ergibt 


13 
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nalen Funktion yon 2 aus dem linearen Gleichungssystem nicht be- 
stimmen lassen. Wir wollen nun an einem vollstiindig durchgefiihrten 
Beispiel, welches alle auftretenden Méglichkeiten klar erkennen 1aBt, 
die Natur dieser Ausnahmefialle erlautern, die eine iiberraschend 
groBe Mannigfaltigkeit darbieten: Es sei gegeben die Differenzen- 
gleichung*) 

(11) PY) =(4qa?-+byat cy) A?y,+ (a, 2+ DJA YAM Ya = My FH Uy", 
worin Gd) + 0 vorausgesetzt werden kann, da sich sonst P(y,) durch 


die Substitution Ay, =u, auf einen Differenzenausdruck erster Ord- 
nung in uw, reduziert. Wir setzen an: 


Y, = Bot Bye + B.(3) 


und erhalten durch Vergleichung der Koeffizienten von «°, x‘, v° in 
(11) die drei Gleichungen: 


(= Tay ds) By = Og, 
Me) (a + 44) B, + (0, t bs a) By = %4, 
By + 0,8, + Be = %%, 


aus denen sich f,, 6,, 6, im allgemeinen bestimmen lassen. 


Ausnahmefiille: 
Ihe G+ a+ =0, a +a,+0. 


In diesem Falle besitzt die reduzierte Gleichung P(y,) = 0 als 
Partikularlésung eine ganze Funktion zweiten Grades; denn setzt man 
in den Gleichungen (12) a, = 0, =a =, so ist die erste von selbst 
erfiillt fiir ein beliebiges 6,, und aus den zweiten und dritten kann 


man sukzessive p, und By durch 6, ausdriicken, soda eine Lésung 
von der Form 


(13) I= B,(By + Bw + =) 
resultiert.”) Setzt man in diesem Falle 
Um By + By x a Bays 


worin 6, und f, durch die Gleichungen 


De WA 
2) Ist allgemein m die kleinste Zahl, fiir welche a,+ ma, -+ m (m—1)a, =) 


ist, so besitzt die reduzierte Gleichung P(y,) = 0 als Partikularléswng eine ganze 
Funktion mer Grades. 
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(dp + 44) By = ey, Ay By + OB, = o% 
bestimmt werden, so ergibt sich fiir z, die Differenzengleichung 
g(a) = Cy 2” ; 


dieselbe kann durch Variation der ,,Konstanten“!) gelést werden unter 
Beriicksichtigung des erleichternden Umstandes, daB die reduzierte 
Gleichung P(z,) =0 die Lisung (13) besitzt. 

Hs ist aber auch méglich, daB eine ganze Funktion héheren als 
zweiten Grades der Gleichung (11) gentigt; setzen wir z. B. an: 


Ye By 6,2 + B( 5) + B(3)> 


so erhalten wir zur Bestimmung der Gréfen f, die Gleichungen: 
(S48 4+0)A=0, 


(S Ay -F as) B ae (3 Sie Oa aes — Os 
(a + 41) B, + (0, aes tee 2) Bs zi (2 ve ) B, re ow) 
By + OB, + © By = og. 


Zunichst muB 


sein, was zusammen mit 
“ +a,+a,=—0 

= ss a) ergibt; ferner muB 

b % 1 ¢ 

etree Gio 
sein”); alsdann lassen sich sukzessive B,, B,, By) aus den obigen 
Gleichungen bestimmen, wiihrend #, willktirlich bleibt und gleich 
Null gesetzt werden kann, da ja noch die Lésung (13) der reduzierten 
Gleichung hinzutritt. 


2. +a, +a, +09, a) + a, = 90. 


Hier ist eine Bestimmung der f, aus dem System (12) noch méglich, 
wenn 


1) 3. Kap., V. 
My 


2) Ist LAGS 9 0, so geniigt der reduzierten Gleichung P(y,) =0 


aufer einer ganzen Funktion zweiten Grades auch eine Funktion dritten Grades, 
sodaB ihre allgemeine Lisung bekannt ist. 


ila 


196 8. Kap. Differenzengleichungen mit linearen Koeffizienten. 


ple ee ee, 
+a, +4, b, +b, — 2 
d. h. 
(14) Os 2a, + 2d, + ds 


ie ob Boba 


ist (es kann auch o, = 2b,+ 26,— a, =O sein); B, bleibt dabei will- 
kiirlich und kann gleich Null gesetzt werden, da in-diesem Falle die 
reduzierte Gleichung als Partikularlésung die ganze Funktion ersten 


Grades 
b, 


Yn = B, (2 — nl 


besitzt, die zur Losung der vollstiandigen Gleichung hinzugefiigt werden 
kann; alsdann folgt 
C, & 
Bo £0 Set : 
a My (0, = b, — 3) 


Besteht dagegen die Beziehung (14) nicht, so setze man 


Y= Bor ea See 


\ 
worin 


ist; dann geniigt z, der Gleichung 
Lees (e,— (0, + b, — 2) B,) «. 
3. 4a, +a, = 0, a + a,= 0. 


Dann muS a, + 0 sein, da sonst a, = a = wire; daher kann durch 
die Substitution a=§+e, y:,,—=U;, Worn @ eine Wurzel der 
Gleichung a,«?-+ bw + ¢, =O ist, die Gleichung (11) in eine der- 
selben Art transformiert werden, in welcher c, = 0 ist; wir kénnen 
also ¢, = 0 voraussetzen. 


ct) b+b,—2+0. 


Die reduzierte Gleichung P(y,) = 0 besitzt wie vorher die Partikular- 


losung 


Y, = B,(2 —2). 
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Setzt man 
Valine B (3) TF Uz, 
worin 
Bs 3 a a? Bo = “2 
0 My 
i ee 3 


ist, 80 gentigt v, der Differenzengleichung 
P(e tone 
) b,+%,—2=0. 
Die reduzierte Gleichung P(y,) = 0 besitzt die beiden Partikular- 


losungen 
— (1) a(@—1) _ (2) b 
¥, Bm g > , = Ble — 2); 
0 


> 


sodaB ihre allgemeine Lésung eine ganze rationale Funktion von « 
ist. Hier kann nur durch die Substitution 


hy 
Y, re ay an Vy 


das Glied «, der rechten Seite von (11) zum Verschwinden gebracht 
werden; aber dafiir gestaltet sich die Losung der Gleichung (11) 
mittels Variation der ,,Konstanten“ durch die Kenntnis zweier Lésungen 
der reduzierten Gleichung besonders einfach. Da hier a, = — a, 


a a . 
eee Ss pee. . 
G5 = und nach den angegebenen Transformationen 


€, = 0, & =O ist, so lautet die transformierte Gleichung (11), wenn 


Roe b, a 
man noch durch a, dividiert und —* = b, —* = Any z = A, setzt: 
2 2 


(11*) (a? + bz) A*y, — (24 +b-—1)Ay, + 2y, = Aa + Aq 2°. 
Zwei Partikularlésungen der reduzierten Gleichung sind 


(Hye) x(x -—1) (2) 0 + OI 


D) ) 
daher lautet die allgemeine Liésung von (11*)'): 


o> + Ag® ,() yo >= 4,2 40), 
(15) Ge, rat ee4t ry a +d oe 


darin ist 


2 

(1) oe (2) Yz 
bse £0 = 
x 1 sees x ID) 


Ih IGS Whe 


c 
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wo 
1) (2) (1) 1 ; 
Dy ye yy? = — eee td); 
also: 
ae rae ree! ay See 
eee by 6 ee aaa. 


Der Ausdruck unter der ersten Summe 2 in (15) lautet, in Partial- 
briiche zerlegt, 

Seas pay 
eit @+0)@+fb+h)? 


die allgemeine Lisung der Gleichung (11*) hat daher die Form 


ae + @z (« a2 24) + R(x) + G(x) V(x) + G(x) ¥(a + 6); 


Yx aa rT 


darin sind w, und w, willkiirliche ,,Konstanten“, R(x) eine rationale 
Funktion, G,(v) und G,(x) ganze rationale Funktionen von # und 


Vo) = dog) a) ”)  Insbesondere ergibt sich fiir b=1, A, = A, = 1 
als allergic Lésung der Differenzengleichung 


a(a+1)A*ty,— 22Ay,+ 2y,="0#+2 
die Funktion 


Y, = 2— (@—1)?+ a(@+1) ¥(a@) + 2+ @, 2? 


to 


B. Die rechte Seite ist von der Form ip ONG) ate") 
Wir wollen auch hier, wie bei den Differenzengleichungen mit 
konstanten NS on Fall betrachten, dai ae poche Seite 


von der Form fi 1 F(t) dt ist, die vorgelegte Gleichung also lautet 


(an der tialeoian Schreibweise): 


[p(D) + ev(D)]y,) = frore dt. 


Wir setzen wieder 


y, =f POV edt 
4 


1) Vgl. 1. Kap., Il, C: Markoff, 1., 8. 106; Nielsen, 1., 8. 261; log bedeutet 
immer den nattirlichen Logarithmus. 
2) Heymann, 1., 1. c.; W. 
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in die gegebene Gleichung ein und erhalten dhnlich wie friiher 
unter a): 
ty 


[e°u(E) ro) -f e-tatlt Ne) — 9%] = i, f-1 F(t) dt. 


hy 


Wir bestimmen nun V(¢) durch die lineare Differentialgleichung erster 
Ordnung 


d (we Vit) 
pee) _ 9) Ve) =— FO, 


aus welcher sich mit Benutzung der fritheren Bezeichnungen als 
Partikularintegral 


to 
Wo) = Of a(t) F(@)dt (t beliebige Konstante) 
t 
ergibt, worin 
y(t) = tPo(t—a)-1... (t—a, Pn 4 
B(t) = Po-*(t— a)“. ($—0,) Pn 


ist. Die Grenzen ¢, und ¢, miissen nun so bestimmt werden, dab 


n? 


fo ts 
[H+e(t— a)... ¢—0,)* [oO FO at] =0 
t h 


wird; dann stellt 


y, ies Of oO RO Adela 
ty 
eine Lésung der vorgelegten Gleichung dar, falls das Integral iiber- 
haupt einen Sinn hat. 
Ist das zweite Glied der vollstiindigen Laplaceschen Gleichung 
eine beliebige Funktion f(x), so erhebt sich die Frage, ob man eine 
Funktion F(¢) durch die Funktionalgleichung 


if -1 F(t) dt — f(a) 


bestimmen kann; thnliche Funktionalgleichungen sind durch die Unter- 
suchungen von Volterra, Le Roux, Pincherle, Mellin, besonders aber 
von Fredholm, Hilbert, Erh. Schmidt u. a. (die sogenannten ,,Integral- 
gleichungen“) neuerdings in den Vordergrund des Interesses getreten; 
doch wiirde es den Rahmen dieses Buches iiberschreiten, niher auf 
dieselben einzugehen. 

Beispiel:+) Die Differenzengleichung 


(42) (B+ 2)Yp 43+ (A402) p43 + Ye =f @) 


1) Heymann, 1., 8. 315. 
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wird zunachst durch die Substitution 


ac Uy 
Ye = Te ba—t 
in die vollstindige Laplacesche Gleichung . 
(BHa)u,.2+ (a+ ba)u,, + ea tae —l)u, = f(a) Mat 2) 
transformiert; die Lésung derselben hangt also von der Funktional- 
gleichung 
ty 
[FQ dt = f@)la+2) 
4 


ab. Ist insbesondere f(x) eine ganze rationale Funktion von 2, welche 
nach den vorhergehenden Auseinandersetzungen im allgemeinen auf 
eine lineare Funktion x,+%,” reduziert werden kann, so zerfallt diese 
Funktionalgleichung mit Riicksicht auf die Identitat 


(% + %,x)T(e +a) =«l(eta)+x20(e+ae+1) («=x —«x,) 


in zwei ganz gleichartige, deren erste 


ty 
fl FQ) dt = xT («+2) 
4 


durch 
F(t) = nite"; t, =0, t, = 00 (H(@+z) > 0) 
befriedigt wird. 


Neuntes Kapitel. 


Verhalten der Lisungen homogener linearer Differenzen- 
gleichungen im Unendlichen. 


I. Der Satz von Poincaré.') 
aOR ed Sane 


Um den Sinn des Potncaréschen Satzes zu verstehen, miissen wir 
einige Bemerkungen vorausschicken”): Es sei gegeben eine homogene 
lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten 


Cems I ts we a aa el LP Pare 
die Wurzeln w,, @,..., «, der charakteristischen Gleichung 
oa” +a,0"-14+---+a, =—0 
seien alle von einander verschieden und zwar 
| | > | | > [erg] > --- > |e, |. *) 


Dann lautet die allgemeine Lésung unserer Differenzengleichung‘): 


Yn = OG + OH +--+ O02, 
worin die , willkiirliche ,,Konstanten“ (d. h. periodische Funktionen 
mit der Periode 1) sind; wir wollen aber hier der Hinfachheit wegen 
nur solche Lésungen betrachten, in denen die w, wirkliche Konstanten 
sind, die wir demgem&8 mit ¢, bezeichnen. Hs ist daher 

2+ if w+) 
ee («, + Cs tal Gi eeonsines fe) ) 


Yor 


So ; SANG Oy \* 
a ae? (e+e (=) Fee ee, (A) |} 
Geht nun x auf der positiven reellen Achse ins Unendliche, so wird 
im alloemeinen 


Yee + 1 
lim - 10) 
w=0O Ya 
1) Poincaré, 1.; W. 2) Vel. Perron, 2., § 1. 


3) |a@| bedeutet den absoluten Wert von a. 4) 7. Kap., 1. 
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Nur ausnahmsweise, wenn namlich c, =O ist, also fiir etwas 


. . < : : Ye +1 es : 
weniger allgemeine Liésungen wird lim ~*~ = @,; ftir noch weniger 
L=C0 x 
. . . . . . yy +1 
allgemeine Lisungen, in denen auch c, = 0 ist, wird lim~~“—= a, usf.; 
r= x 
, 6 ‘ Yq cial . Yo+t 
aie . e ° oo C4 its 
fiir die einzige Lésung y, =c,,o,°*) ist lim merry Der Quotient 
x= x g 


strebt also, wenn « ins Unendliche wiichst, im allgemeimen der gropten 
Wurzel der charakteristischen Gleichung zu. 

Dies gilt auch noch, wenn einige Wurzeln einander gleich sind: 
es sel z. B. n = 5,0, = Gg, Oy = 0%, = Us, |o,| > |e|; dann: ist*) 


ae x 2,2 
Y, = 6,0," + CX 0," + 60,” + 6,00," + 6.2" 0,", 


eacice et 34(2)"+ a ie eee i 


also 


Yo tt Ve eed e+1\e, 
ae Sf tad & (SY ta (2) +q0(2) 


| of, | 5 é Giie : 
und daher wegen eS <1, falls nicht gleichzeitig ¢,=0O und c, =0 ist, 


See Reet ‘ Se oak 
lim —“-=4a,; (wenn ¢c,=c,=0, so ist lim —— = o }. 


rL=o x L=oe Ya 
Wenn zwei von einander verschiedene Wurzeln gleichen absoluten 
Betrag haben, so gibt es Lésungen, fiir die der Quotient —— 


lim # = oo tiberhaupt keinem Grenzwert zustrebt; denn ist etwa 


|o,| = |e], so ist y, = ¢,c,7+ ca” eine solche Lésung, fiir die der 
; Ureamiy os ae a ; ; 
Grenzwert lim —*** nicht existiert: aber auch in diesem Falle gilt 
} g 
== 60 x 


noch der obige Satz, wenn die Wurzeln, welche gleichen absoluten 
Betrag besitzen, nicht diejenigen vom gréSten absoluten Betrage 
sind. — Nach diesen Vorbemerkungen kommen wir zu dem Satze 
von Poincare. 


A. Alle Wurzeln der ,,charakteristischen Gleichung“ haben 
verschiedene absolute Betrige. 
Lehrsatz: Wenn in einer homogenen linearen Differenzengleichung 
eee (n—1) 
(n—1 


die Koeffizienten p, Dots oth ey Oe  endlichen Werten Dp sicthe naan 


Yoin—1 mcrae at poy, = 0 
n—1 


1) Lésungen, die sich nur durch eine multiplikative Konstante unterscheiden, 
werden nicht als verschieden angesehen. 
WN ACOs Ve 
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zustreben, sobald die Verdnderliche « auf der positiven reellen Achse ins 
Unendliche geht"), und wenn die Wurzeln o,, Uy, ..., &, der ,charakte- 
ristischen Gleichung 


(B) eta, ,@-i+..-+a,=0 


dem absoluten Werte nach von einander verschieden sind, und zwar 


Jos| > lon] >--->]e,|, 
so ist im allgemeinen 
lim aH = 0, 


Beweis: Wir fiihren den Beweis fiir » = 3; dann lautet die vor- 
gelegte Differenzengleichung 


(1) ; Ur 43 +p Uzi + po? Uy a4 +p Uy, car OF 

worin lim p” = a, (k=0,1,2) ist. Die Wurzeln «, 8, » der Gleichung 
(2) 2+ a,e+ a42+ a =0 

seien von einander verschieden und zwar «| > | B|>|y!. 


Wir setzen nun: 


(3) U, = es 45 Y aa ZA 
(4) Un = 4X, + pa VL 
(5) Ugyg= OX + (a aioe 


1) Das ist z. B. der Fall, wenn die Differenzengleichung die Form hat 
PA ye =f ee ety aie srteys Pp) Yz 0, 


worin die Pp Polynome gleichen Grades in w sind. — Ist allgemeiner Bes” 
(k= 0,1,...,”) ein Polynom vom Grade J,=1,-+ kr, so kann man durch eine 
Substitution von der Form : 
1d 
Ye = [ [0a —d,)- uy 

i=1 
erreichen, da8 alle Koeffizienten denselben Grad 1, + nr=/J,, besitzen; wihlt 
man die 6; als Wurzeln von P{” = 0, so hebt sich der Faktor (7 —b,)...(e—b,) 
heraus, und alle Koeffizienten haben den Grad J, + (n—1)r=1, —r. Ist 
=) —kr (ly =r), so erreicht man durch die Substitution 


Uy, 


ire eee Ae ee 
[[\@—>;,—" +1) 
v=1 
worin nun die b, Wurzeln der Gleichung Pi” —0 sind, daf simtliche Koeffi- 


zienten den Grad J, —,r besitzen. (W.) 
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also: 

(6) Uns Neat teri 

(7) Uz gard que BV Pe 
(8) Upyg = OX t+ PY +S, 


Aus (4) und (6) bzw. (5) und (7) folgt: 
Gg Oi b ome, ite ne eh 2+1 —yZ,=0, 
(A) ok, eae Oe eee ¥) + (Z, e+ —yZ,)=0; 
daher ist, wenn K einen anit os bedeutet, 
(9) A 0 PY) es Yuu BY, Py ak, 
Lp rc yl, se C2 ae B)K. 
Ferner ergibt sich aus (1), (3), (4), (5), _ (9), wenn noch 
Ot pet pre +p) = P(e) 


gesetzt wird: 
(@—B)(B—7)y —«)K = P@) X, + PB)Y,+ P@)Z,. 


Setzt man diesen Wert fiir K in (9) ein und zur Abkiirzung P(a)= A 
P(B) = B, P(y) =C, so aoe sich die Gleichungen: 


Qlivueese ate 5 (AX,+ BY,+ CZ), 


09 
(11) Yii1=6Y,+ es =p yp AX + BY,+CZ,), 
ng ! 1 
(12) Lew) 2,4 Ge ee 5 (AX,+ BY,+ CZ,).1) 


Fir gentigend groBe # werden die GréSen A, B, C beliebig klein; 
wir kénnen daher eine positive Zahl ¢ so wahlen, dai, wenn gleichzeitig 


Med Gh Scie cal a es. ¥ |?) Taina .| ze 
y |? p< ) Zz ) FF ere ist, pide eahie Sa ie 1 wird; 
: x | Anh ex Z | ist, CAs 
went |F i) x} ly l> [+ > &€ 18 bee : x 
| Zaleat weve e107 | eae Zz, 
wenn | | > er6b Sale Zats >/—2)< 1 wird. 
| Z : eke g | x ; 2 5 ee ly,|~ 


1) In der Arbeit von Poincaré, 1., sind diese Gleichungen unrichtig an- 
gegeben. 


2) Der Index x ist der Hinfachheit wegen fortgelassen worden. 
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Hs existiert naémlich eine von # abhingige positive GriBe 0 derart, daB 


5 : i 
Z. B. die mit (e— B)(y — a) Caen multiplizierten GroBen 


|A|, ‘B, |C| fiir geniigend grofe x simtlich kleiner als d werden 
und lim 6 = 0 ist; daher wird nach den obigen Voraussetzungen der 


baw. 


Orotient 
2 
2s a ey ge 
Q= ee < ( ) (aus (10) und (11)). 
wetl x je| —3(1 +) 


Wahlt man nun eine positive GréBe o derart, dab | LNG ALT St, 
und bestimmt ¢ durch die Gleichung 


d(1+=)(1+0)—ole«|—|B|, 


so wird auch lim ¢ = 0, und es ist 


OETA ey) 


Analoges gilt fiir die beiden anderen Quotienten. 
Wir nehmen nun 2 so groB an, dai die positive Zahl ¢ kleiner 


Z 
x 
bedeutet, so ist H eine Funktion von x, welche in dem Intervall 


als 1 wird. Wenn dann H die gréfere der beiden GréBen =| und 


zwischen ¢ und = stets abnimmt.”) In der Tat kénnen mit Riicksicht 


auf die Ungleichungen ¢ < H< 2 und O<e<1 zwei Fille ein- 


treten: 


t, Halt: 
eae 
rege leah 
dann ist 
EX 1 a2 exe 2. | yaa 
Ee, feel? IZ >| y 2 8) ae a= ae 
also nach Obigem: 
Ye+i|,| Ye] — 1. 
ae aoa 4 
ab lis '*z| und daher H nimmt zwischen « und = stets ab. 
2. Fall: sas Ly 
ge di 
a |%>\% 


1) Vgl. Horn, 1. 
2) Wenn « in ganzzahligen Intervallen wichst. 
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dann ist 
xX EX. 1 | Z| [ Z 
z|>|Z|(-a)>5 |x\-#>e |zl>1>5 
also 
WZ hd EZ 
| 27% : aac 1 
| P.M | x, | = : 
dshe Z| und daher H nimmt zwischen ¢ und = stets ab. 
Daraus folgt, da lim ¢ = 0, da’ H mit unbegrenzt wachsendem x 


xz=cC 


gegen Null konvergiert*), es sei denn, daf H von einem gewissen x 
an stets gréBer als = bleibt, in welchem Ausnahmefalle H mit x ins 


Unendliche wiachst. In diesem Falle nimmt + in dem Intervall zwi- 


schen ¢ und = stets ab; denn es ist mit Riicksicht auf die Ungleichung 


Se a Ze = entweder: 


Se Y| 
ils H=\%\> o> 8: ee eae Be? 
|Z fal Oe |e | 
|x|] -|x|>41>« 
oder: 
Z | 1 eZ ae 
9 = es ee sees 
2. H= i ee x | > lIz|>e 
eG [esd Pra eZian | 
Pela pare 
also in beiden Fallen nach Obigem 
Pee 
eed lee 
/ 5 . i! ane 7 
diel: S nimmt zwischen ¢ und — stets ab; daher konvergiert Y 


mit unbegrenzt wachsendem x im allgemeinen gegen Null und nur aus- 
nahmsweise, wenn es namlich von einem gewissen # an stets gréBer 


als = bleibt, gegen oo. 
Hs sind also drei Falle méglich: 
1. Allgememer Fall: 


lim H = 02), lim || = im _ 


(= 0; lim “s#*— a (aus @) und @)). 


| x w 


1) Zunachst gilt dies nur, wenn x in ganzzahligen Intervallen «+ u(u=1, 2, 8,...) 
wiichst; da diese Abnahme von H aber fiir jedes x (von einer gewissen Stelle an) 
statt hat, so kommt in der Tat H fiir gentigend groe w der Null beliebig nahe. 
Bleibt bestindig H<e«, so konvergiert wegen lime=0 ebenfalls H mit un- 
begrenzt wachsendem x gegen Null. Uae 

2) lim = lim. 

r=o 
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2. Ausnahmefall: 


mnt 00;, lim || = lim | = 0, lim 2! 6: 


x 


3. Noch groBerer Ausnahmefall: 


Dieselbe SchluBweise liBt sich auch auf Differenzengleichungen 
héherer als dritter Ordnung anwenden, doch ist dann naturgemiB die 
Zahl der zu unterscheidenden Fille eine viel griBere. Perron') hat 
fiir ganzzahlige x >0O den Beweis des Poincaréschen Satzes durch 
Methoden, die der Theorie der rekurrenten Reihen adaquat sind, fiir 
die n‘* Ordnung wirklich durchgefiihrt, wobei allerdings fraglich bleibt, 


welcher Wurzel der ,,charakteristischen Gleichung“ der Quotient cae 


im allgemeinen zustrebt; in derselben Arbeit gibt er jedoch durch 
vollstandige Induktion noch einen zweiten Bera der zwar viel kom- 
plizierter ist, dafiir aber auch mehr leistet, indem er den Poincaréschen 
Satz folgendermafen prizisiert: Die Differenzengleichung (A) besitet 


unter der Voraussetzung pe +0 (ftir x =0,1,2,...) n Fundamental- 
ldsungen y, y™, woes yo von der Art, dap 


ist. Daraus folgt, da fiir i< k nach Voraussetzung a, > «,| ist, 


(k) | ,, () | | 
. Y; y | 7, 
li balk mi=i-|<1, 
w= | Yay iy ee | | &,;, | 
also: 
(k) 
a) 
dite 9 hos a 
und daher: 


(@m) ? 
lim ¢ i ne ane aye co, ys) oe (v=1 9 n) 
; / Se a ee AY 
c= w ¢, y”) +e yet Pte te, yl 


1) Perron, 1. 
2) Bei der Beschrinkung auf ganzzahlige # sind die willkiirlichen Gréfen ¢, 


wirkliche Konstanten. 
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a 


Insbesondere folgt fiir » =m, daB fiir eime (bis auf einen kon- 
stanten Faktor) einzige Partikularlésung yo die Beziehung 


(x) 
mek, 
ime 
B= co y”) =: 
= x 
gilt, worin «, die kleinste Wurzel der ,,charakteristischen Gleichung“ 
ist, entsprechend unserer Bemerkung iiber die Differenzengleichungen 


mit konstanten Koeffizienten. Diesen Satz hat (fiir den Fall, daB die 
Koeffizienten p rationale Funktionen von w sind) bereits Pincherle*) 
gefunden; er nennt die zur kleinsten Wurzel der Gleichung (B) ge- 
hérige Partikularlosung die ,ausgezeichnete Lisung“. 


B. Die charakteristische Gleichung besitzt Wurzeln von gleichem 
absoluten Betrage. 


Aus dem Beweisgange des Poincaréschen Satzes geht hervor, dab 
derselbe auch noch gilt, wenn einige Wurzeln der Gleichung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen, vorausgesetzt, da dies nicht 
Wurzeln vom gréften absoluten Betrage sind, also in unserem Falle, 


wenn |8| = |y|, |«@|>|f) ist; auch hier ist im allgemeinen (d. h. wenn 
nicht bestandig H > = bleibt) lim “+! = «&. 
Ist nicht nur |6| =|y|, sondern auch B = y, so setze man: 


cman Agat ¥, St Z 
“ ree oe 
Upsca es (ex ae fe —) Maki pZy, 
: tea oe oe 
Ue yo— OX, + BL +—) V+ PZ, 
woraus 
Uy 4 PSone oe yee a Zea 
a 1 a lg 
Un49 ci ae are ot pl of rae ) SNe BZ; 
ee - ioe 
Un 4.3 OK “Ie p(1 te — See as p ee, 
folot. Setzt man ferner: 
ROPE ANG ss a0) 7 
B+ pv? B+ pO B+ pO =B, 
367+ 27° B+ p© =, 


1) Pincherle, 3. 
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so ergibt sich 
OO Ms At =f AG 


Pe 1 r >/ 
ey em 
Zines wa BZ,+ Cr 


worin A’, B’, C’ lineare Funktionen von A, B, C sind, deren Koeffi- 
zienten von X,, Y, und Z, abhingen. Die GréBen A, B, C konver- 
gieren gegen Null, wenn «x ins Unendliche wichst, und, wie die 
vorigen Betrachtungen zeigen, im allgemeinen auch 4’, B’, 0’; daher 
ist im allgemeinen: 
lim 5* =0, lim 2* =O: lim “t=, 


= 00. a BS ek CSc x 


~ 


| 


Dagegen gilt diese SchluBweise nicht mehr, wenn einige Wurzeln 
vom gréBten absoluten Betrage einander (absolut genommen) gleich 
sind, wenn also « = '6|> y! ist (dahin gehdrt auch der Fall « = B)'). 
In der Tat existiert in diesem Falle, wie Perron”) an geeigneten Bei- 
spielen zeigt, fiir die allgemeine Lésung iiberhaupt kein derartiger 
Grenzwert, und wenn alle Wurzeln gleichen absoluten Betrag haben 
(bzw. einander gleich sind), so kann es vorkommen, da fiir keine 
einzige Lisung ein solcher Grenzwert existiert (im Gegensatze zu den 
Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten). 

Aber selbst in diesen Fallen gilt noch der folgende allgemeine 
Satz*): Ist a eine Zahl, die dem absoluten Werte nach griper ist als 
alle Wurzeln der ,,charakteristischen“ Gleichung von (A), so ist lim Hs = (0, 

Beweis*): Man kann zwei Zahlen b und ¢ derart angeben, dab 
je\<|b|< a und c gréfer als der absolute Betrag samtlicher 
Wurzeln der Gleichung (B) ist. Alsdann betrachten wir diejenige 
Differenzengleichung (+ 1)** Ordnung 


(A) Q(,) == Rk P(u,) = 0, (Rh (u,,) = Wy 44 yo Pye) 


welche auBer den simtlichen Lésungen der Gleichung (A) noch die 
Lésung c* besitzt, sodaB ihr allgemeines Integral lautet: 


Re? 4 a 
U,, = oC ois Yu» 


worin eine willkiirliche ,,Konstante“ und y, das allgemeine Integral 
1) Die entsprechenden Entwickelungen von Poincaré (1. c.) sind daher un- 
richtig. 
2) Perron, 2., § 2, und eine briefliche Mitteilung an den Verf. W. 
3) Poincaré, 1. ¢. 
4) W. (vgl. den entsprechenden Beweis von Poincaré (1. ¢.) fiir Differential- 
gleichungen). 


Wallenberg: Lineare Differenzengleichungen. 


14 
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von (A) ist’). Die zu (A*) gehérige ,,charakteristische“ Gleichung 
lautet 
BA) ta ett tae +m) = 0 


und besitzt auBer den Wurzeln der Gleichung (B) noch die Wurzel ¢, 
die dem absoluten Betrage nach griBer ist als alle anderen; folglich 
gilt nach dem Hauptsatze fiir das allgemeine Integral wu, von (A*) 


Ug +4 


die Beziehung lim =c. Fiir einige Partikularlésungen von (A*) 


t=o x “ 
kann allerdings eine Ausnahme von dieser Regel eintreten, insbeson- 
dere fiir die Lésungen der Gleichung (A) selber. 
Von einem gewissen Werte x, der Verdnderlichen x an ist nun 


und daher fiir = 2+ v (v positive ganze Zahl): 


| / 2X, 
Usps dee eh 
also 


| UW, | | 
att aol les 
\qe | 1 %y,0- 


folglich ist, da 


lim -4 =.0; 
wenn # in ganzzahligen Intervallen wiichst.*) 

Diese Beziehung gilt auch fiir die oben erwahnten Ausnahme- 
lésungen, da eine solche Lésung stets als Differenz zweier nicht ex- 
zeptioneller Losungen von (A*) dargestellt werden kann; sie gilt also 
insbesondere auch fiir alle Losungen der Gleichung (A), d.h. es ist 


lim ue Need Ore: 


Fiir den Fall, da® alle oder einige Wurzeln der Gleichung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen, haben Ford®) und Perron*) nach 
verschiedenen Richtungen tiefgehende Untersuchungen angestellt; die- 
selben in extenso wiederzugeben, wiirde den Rahmen dieses Buches 


= - -, also limr, =e. 
(k) ne +k Bee 

> P:' ¢ 

k=0 


2) Vgl. die Bemerkung 1 am Schlusse des Werkes. 
3) Ford, 1. 4) Perron, 2, § 3: 


J. Der Satz von Poincaré. B. lek 


weit tiberschreiten, doch sollen wenigstens die beiden Haupttheoreme, 
die sich allerdings nur auf ganzzahlige 7 > 0 beziehen, ohne Beweis 
hier mitgeteilt werden. jh 4 

I. Sate von Ford: Wenn in der Differenzengleichung (A) der 
Koeffizient p® (k=0,1,...,—1) mit wnendlich wachsendem x derart 
gegen die Grenze a, konvergiert, dap die Differenz p— a, von der- 


selben Ordnung unendlich klein wird wie der Ausdruck me, wo T(x) 


i-*) 
eime solche positive Funktion von x ist, dab die Reihe > oon kon- 
Hh=e2+1 ; 
1 
wv 


vergrert (« B. r(“z) =—, eer ee (vy >0) wf.) wenn ferner a + 0 
ce a (ini) 

ast und die Wurzeln c,, o,..., «, der Gleichung (B) von einander ver- 
schieden sind, aber alle denselben Modul @ haben, so nimmt die all- 
gemeine Lisung von (A) fiir ganzzahlige Werte von x, die grifer sind 


als eine bestimmte Zahl, die Form an: 
his as C1 OF Cy Oy? fae an Cy On ae o*é,, 


WOrtm Cy, Cy, ..., , willkiivliche Konstanten sind, wiahrend «, fiir 


n 


x%= co von derselben Ordnung unendlich klein wird wie der Ausdruck 
> "(%), __ Besitzen nicht alle Wurzeln denselben Modul und sind 


Oy, Uy, +++, &, (b<n) diejenigen, deren Modul den kleinsten Wert o 
hat, so existiert eme Partikularlisung, die fiir ganzzahlige x oberhalb 
einer gewissen Grenze die Form 


LI PH Cg eg Cyl TP ONE, 


annimmt. (Sind nicht alle Wurzeln von einander verschieden, so treten 
entsprechende Modifikationen dieses Satzes ein.) 

II. Satz von Perron: Sind q,, do, ---) d, Ue von emander verschie- 
denen absoluten Betriige der Wurzeln der ,,charakteristischen“ Gleichung 
und ist e, die Anzahl der Wurzeln vom absoluten Betrage q,, wober 
mehrfache Wurzeln auch ihrer Vielfachheit entsprechend zw zihlen sind, 
sodap e+e+---+¢,—n ist, so besitat die Differenzengleichung (A), 
sofern thr letater Koeffizient po fiir alle (ganzzahligen nicht negativen) x 
von Null verschieden ist, ein Fundamentalsystem von Integralen, die 
derart in 6 Klassen zerfallen, da allgemein fiir die Integrale der 
a Klasse (deren Anzahl gleich e, ist) und deren lineare Verbindungen 
die Beziehung ay 
lim sup Vy, = 4% 


statthat. 
14* 
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C. Die Wurzeln der ,,charakteristischen“” Gleichung sind zum Teil 
unendlich oder simtlich gleich Null.’) 

Wir betrachten die Differenzengleichung 


(C) Be Yuin af Pre yes ae ee. a Pee as PY y,= 0, 


worin die P“” Polynome vom Grade p, sind; ist dann p, kleiner als 
(k) 
irgendein p, (k<m), so wird feu 0 und daher im allgemeinen auch 


Yeti 


lim 
WV = 60 x 


nung des Unendlichwerdens zu eruieren, 


Y, = F(a) te, , 


unendlich groB. In diesem Falle setzen wir, um die Ord- 


worin die reelle positive Konstante u so zu bestimmen ist, daf 


lim “*** endlich bleibt. Dadurch wird die Gleichung (C) transfor- 


x=o Uy 
miert in 


n—1 - 
obs, | eee 


Man (e-tn— #+n—1 ' [@+tmnm—1)(e+n—2)}" Us 


T (a) p) 


eee ey 
Pp® 
worln po = ao ist. Die GréBe w~ muB nun so bestimmt werden, 
daB die Ausdriicke 
5 [“ (eth) 
(13) ean) Pe p© (k=0,1,...,.n—1) 


fiir x =o alle endlich bleiben, ohne alle gleich Null zu sein. Der 
Giad des Ausdruckes (13) in & ist 


i w(n—k); 
daher mu8 fiir w der kleinste Wert gewihlt werden, der den Un- 
gleichungen 
Ce Dy t+ un = p+ wk 


geniigt. Wenn man fiir w gerade diesen kleinsten Wert wihlt, so 
werden alle diese Ungleichungen erfiillt sein und mindestens eine dor 
selben wird sich auf eine Gleichung reduzieren; daher werden alle 
Ausdriicke (13) fiir # = oo einer endlichen Grenze zustreben, die min- 
destens fiir einen dieser Ausdriicke nicht gleich Null ist. 


1) Poincaré, 1., 8. 238—239, 
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hl 


Man kann diesen kleinsten Wert von uw auf folgende Weise 
graphisch finden: man markiert alle Punkte, welche als Abszisse i 
und als Ordinate p, haben; darauf konstruiert man das konvexe, so- 
genannte Newtonsche Polygon, welches alle diese Punkte einschlieft; 
diejenige Seite des Polygons, welche im Punkte (n, p,) endigt, gibt 
dann durch ihren Richtungskoeffizienten (zur nega- 
tiven Richtung der X-Achse) den gewiinschten Wert 
von wu. 

Beispiel: 

n= 5, Po= 4, P= P; = 3, De = Dy= Ds = 2. 

Die Punkte A, B, C, D, E, F' entsprechen bzw. 
den Polynomen igs Die sae Be ree pe. der 
Richtungskoeffizient der Seite 4C (gegen die nega- 
tive X-Achse) gibt den gesuchten Wert von uw, also hier u = 4. 

Ist alsdann ¢, die Grenze des Ausdruckes (13) fiir 7 = 00 
bilde man die Gleichung 


SO 


? 


(D) WEA PI ee C2 1 Cy = Os 


ist « diejenige Wurzel dieser Gleichung, welche den gréften absoluten 
. . . . WU, 
Wert hat, so ist im allgemeinen lim *** =a, also: 
wt=o zx 
ey, 
i tose 
My 


cr=o x 


Gap 01,1) 


Ist ferner p, grofer als alle p, (k=0,1,...,%—1), so sind alle 
Wurzeln der ,,charakteristischen® Gleichung gleich 0, da 


a a 


n—1 n—2 : Ay 0 


ist. Wm auch in diesem Falle das Verhalten des Quotienten ss fiir 
x= oo zu ermitteln, muB man wieder nach der oben angegebenen 
Methode den kleinsten Wert von w aufsuchen, der den Ungleichungen (14) 


gentigt; dieser Wert wird diesmal negativ sein. Setzt man 


Y= TAL). 

1) Perron (4. u.5., Spezialfiille 3., 8. 462 u. 469; vgl. Norlund, 3., 8. 16—17) 
hat auch diesen Satz dahin priizisiert, daB jede Polygonseite durch ihren Rich- 
tungskoeffizienten einen Exponenten wu liefert; und zwar gibt die zu jeder Polygon- 
seite gehérige Abszissendifferenz die Anzahl der Partikularlésungen an, die ,,zu 
dem betreffenden Exponenten uw gehéren“. (Die Bedeutung dieses Ausdruckes 
mége aus den zitierten Arbeiten von Perron und Norlwnd ersehen werden.) In 
dem obigen Beispiel gehéren zwei Lisungen zum Exponenten } und drei zum 
Exponenten +. 
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so wird die Gleichung (C) 


HPO mt ye selon 

Penh: Mere= © (2, = 1); 
man bilde nun wieder die Gleichung (D): ist dann « die Wurzel vom 
gréBten absoluten Betrage, so wird im allgemeinen: 


eee : : 
lim “***a-"= a (w ist negativ!). 
t= 00 az 
O Yo 4 ae 
D. Der Grenzwert des Quotienten ine fur 7=— ON; 
7X 


Verhalten der Adjungierten.') 


In der Differenzengleichung 
(A) Vce ths ea te ee ewe te 


deren Koeffizienten jetzt rationale Funktionen von x von gleichem 
Zihler- und Nennergrade sein sollen”), setzen wir 


r=—t—n, po = (k=0,1,....2—1) und y_,—4,; 


y] 


dann wird dieselbe: 
UG PO th, i ot GO = 
Da lim ¢, = a, ist, so lautet die ,,charakteristische* Gleichung: 
t=0o 


Ay2" + a, 2-1 + 5 Om8 + uw, 14 aa 1 — QO; 


ihre Wurzeln sind reziprok zu den Wurzeln der Gleichung (B) 
und es ist: 


) 


Daher wird nach dem Satze von Poincaré im allgemeinen: 


. thi 1 
lini ——*— = 


t= Ween 1 n 


1) W. 
2) Allgemeiner kénnen die pl) in der Umgebung von x = oo konvergente 
Potenzreihen von der Form 


a) a ; 
00 a Oe ms SiS AE 0, yan Wd) 
ae x 


sein. 
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oder 
x 1 
lim —=— =—, 
v=—o0o Yott Gr 
d. h. 
bes y 
C= — ©. Y,. iS 


Geht also « auf der negativen reellen Achse ins Unendliche, so kon- 


Yo +41 


vergiert der Quotient - um allgemeinen gegen die kleinste Wurzel der 


charakteristischen Gleichung. (Auch hier treten die friiher angegebenen 
Prazisierungen ein; die volle Aufklarung des Sachverhaltes werden 
aber erst die Untersuchungen des 10. Kap., III bringen.) 

Betrachten wir endlich die ,Adjungierte“ zu (A) (3. Kap., IV, 
Gl. 6); 2,45 = 2, pe” ™ statt p gesetzt): 


e+ 


(n (n — 2) | (0) = 
v +e” vy tp Oger tet te User ee), 


so ist auch hier: 


lim pes = G7 (E172...) 


also die charakteristische Gleichung wie vorher: 
aye” + a,e"-t+-- -+ta,,2@+1=0, 


und daher im allgemeinen: 


Mires a 
Seat} (ere 
L=nw x Ww 
é Berti 1 
lim =—*- = — 
. a 
Z=—x x 1 


I. Anwendungen des-Poincaréschen Satzes. 
A. Approximative Lésung homogener linearer Differenzen- 
gleichungen. ’) 


Es sei vorgelegt die Differenzengleichung 


(A) Youn + Dem op rope, 0), 


in welcher die Koeffizienten p endlichen Grenzen a, (k= 0, 1,...,2—1) 

zustreben, wenn a auf der positiven reellen Achse ins Unendliche 

wandert. Die ,charakteristische“ Gleichung der Adjungierten von (A): 
, vv n Or, 1 

(A’) pe + pe Derr t Pog? agg ti FD e ry Yeen =O 


x+1 


1) Pineherle, 7. 
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lautet (nach I, D d. Kap.): 
ae +ae—t+---+a,,4+1=0; 


von ihren Wurzeln 0, (i =1, 2,...,) moge eine einen grdBeren 
absoluten Betrag als alle anderen besitzen: 


WO, PTO} lee One ores Ora: 


Dann gilt nach dem Satze von Poincaré fiir das allgemeine Integral 
von (A’) die Beziehung: 


und nach den Auseinandersetzungen des Abschnittes I, A d. Kap. kann 


man ein Fundamentalsystem von Integralen o, a, eats o” der 
Gleichung (A’) derart auswihlen, dai 
k) 
li Games 
k 
y= 00 vl) 


fir k=1 gleich o,, dagegen fir = 2,3,.:.,m gleich einer der 
anderen Wurzeln @,, 03, ..-, 9, Wird. 

Betrachten wir nun die Gleichung (A’) als die urspriingliche 
Differenzengleichung, so ist ihre Adjungierte nach dem 3. Kap., IV, a), 
8. 85, die Gleichung (A) selber und y = io (k==1, 232020), -wern 


(Go ele ED. (oni Se rps 
u.. 6 GE D= Ux (h,t= 1,2... .,0), 
ou 


ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A).*) Zwischen 
den Funktionen ve und 0 bestehen zunichst’) die Beziehungen: 


(1) , 0 0, wenn r<n—1, 


3) 
Ww, Oe, tue U peers ties’ U,, a 1 


da sich aber v\” | .» v=0, 1, 2,...) mittels der Gleichung (A’) linear 
(k) (k) 


ari? +) Ungn—, ausdrticken 1é8t mit Koeffizienten, die 


, wenn r=n—1; 


durch 9 v 


rationale Funktionen der po und ihrer sukzessiven Werte sind, so 
ist allgemein 


( (OR ny ay) 
(1) a. Rid > ts vey 


eine rationale Funktion der pe und ihrer sukzessiven Werte: 


DFR yi NG NOR ae C/o, INE 


Il. Anwendungen des Poincaréschen Satzes. A. Dilly 


is 0) @ (n-1), (0) (1) 
(2) 1. =1,(p., oo... ps OSES eraomera IF 
ga, .B: 
n 1 
a) a ano” = aaa 
x CeCe tae ue (0) am? 
1 xr+n 
n 2 
3 age) as ua oy) = une Dens Sram i 
x x wztn+1 is (0) an Or. Ooo? usf. ) 
pa Potn+i Putin Dee tn 4-4 


Da die 2. nur von den Koeffizienten der Differenzengleichung (A) 
abhaingen, so ist die Wah] des Fundamentalsystems von Integralen 
der Gleichung (A) und ihrer Adjungierten, mit denen man sich die 
Ausdriicke (1) gebildet denkt, ganz gleichgiiltig, und lediglich die 
rationalen Ausdriicke (2) sind es, die man wirklich herzustellen hat. 

Aus (1) ergibt sich nun: 


1 (ht) a, (h 
40) ug ae y 
x — haat 
40 —1) oar, n ? 
a+ (k (hk 
z ly : ol) F 
kat 
oder 
»®) y”) 
1 (2) ety a+ 
() ul ) + U, ) Rie + Fuhha + ui” Seas 
4 yh yp (b) 
(3) Nag eu = ‘ete a+ ni at 2 x+y 
2 ace » (2) oe” 
x 1) 9) “a+y NG LEV 
we) tue) - (1) eee a a 
Cy Vn 4 Vv 


) 


oF . k ; 
Nach den tiber die vo! gemachten Voraussetzungen ist aber 


: | Des on) y+1 | 0; | 
Ma geet — |< 1, (k=2, 3,.%., 2) 
v=o) Upiy Cnty Oy | 
und folglich 
tney 
lim—7-=0. (k=2,3,...,m) 
= 60 Ca ; 


nm 
1) Der tiefere Grund dafiir, dai die Gréfen a) =u oi) , sich durch 


k=l 

die Koeffizienten der Differenzengleichung (A) und deren sukzessive Werte rational 
ausdriicken lassen, liegt darin, daB die Funktionen uw, und v/* kontragrediente 
Systeme bilden (vgl. z. B. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen, Bd. I, 8. 64—66) und daher 4,” bei entsprechenden (reziproken) 
- linearen Substitutionen der uw und v invariant bleibt, sodaB das Analogon 
des Appellschen Satzes (siehe 4. Kap., I) in Kraft tritt. — Fir die rekursorische 
Berechnung der 2{” vgl. Pincherle, 6., 3. Teil. 
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Geht man daher in der Gleichung (3) zur Grenze fiir » = oo tiber, 
so erhalt man 


ss © ud 
aa =a? 
set) Oe Unt 


betrachtet man also die Gleichung (3) fiir geniigend groBe Werte 
von v, so ergibt der Quotient 2." O=1) mage ee welcher nach (2) eine 
rationale Funktion der Fo atinentens von (A) und ihrer sukzessiven 


: : te 3 1) 1) 
Werte ist, einen angenaherten Ausdruck fiir us ees , dh. das 


: 3 1) (4 : > 
Partikularintegral ye =U, : , der vorgelegten Differenzengleichung (A) 
ergibt sich auf approximativem Wege ,durch Quadratur“, d. h. als 
Lésung einer homogenen linearen Differenzengleichung erste, Ordnung.") 
Sind die Dp. insbesondere rationale Funktionen von zw, so ist auch 


x “i ie : d {e — 4;) 
ae sae : he eine rationale Funktion yon 2 (- pike i ) sodaB Th 


darstellen lat.) 

Die hier gegebene Liésungsmethode ftir homogene lineare Diffe-_ 
renzengleichungen ist analog der Bernoulli-Lagrangeschen approxi- 
mativen Auflésung einer algebraischen Gleichung mittels der Quotienten 
zweier aufeinanderfolgender Summen von Wurzelpotenzen. 


_B. Losung homogener linearer Differenzengleichungen 
iM zweiter Ordnung durch Kettenbriiche.*) 


—_— 

Abnlich wie man die Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
durch Kettenbriiche dargestellt hat, kann man auch fiir die Lésung w, 
einer homogenen lnearen Differenzengleichung zweiter Ordnung den 


oe 


U 
: Sea ead 5 = ce eran é 
Quotienten = — in einen Kettenbruch entwickeln: Dividiert man niim- 
x 


lich beide Seiten der Differenzengleichung zweiter Ordnung 


OU, 9 BU 14 — u,, = 9 


1) Man sieht leicht, da dieses Partikularintegral die (bis auf eine ,,Kon- 
stante't bestimmte) jausgezéichnete Lésung* von (A) ist (vgl. S. 208). 

QOVicl iT aitap. ella C: 

3) Norhied: iG We Roe W. 
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durch w,,,, so erhalt man: 


: » 
u a 
& x 
eth w+ 
e+2 
also: 
eet an z 
uU a 
xz xz 
Dees i 
Gay 
oe 
xv2+2 
bere 


oe fa sa 


Auf ahnliche Weise hat bereits Gauf*) fiir die hypergeometrische 
Reihe F(a, 6, y,x), die ja, wie er in derselben Abhandlung?) zeigt, 
als Funktion der Parameter «, 6, y aufgefaBt, linearen Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung geniigt, die Quotienten zweier ,,benach- 
barter“ Funktionen 


F(a, B-+1, 7+, x) eP+1,7,0) Bel, hha) 
He, Be y72) 3? ae Bye PC, Rey. a) 4 


F(e-1,8+1,7,2) Fle+1,8—1,7,2) 
(a, 8,7, 2) ? F(c, B, y, 2) 


durch Kettenbriiche dargestellt. Hs fehlt aber bei dieser direkten 
Methode der allgemeine Konvergenzbeweis; speziell fiir die Gaufschen 
Reihen haben Riemann*), Schlimilch*) u. a. die Konvergenz der un- 
endlichen Kettenbriiche bewiesen. 

Die im folgenden dargelegte Enwickelungsmethode hat den Vor- 
zug, da sie, von einer Tdentitiit ausgehend, gestattet, unter hin- 
reichend allgemeinen Bedingungen den Boece fiir die een der 
hier auftretenden Kettenbriiche in verhaltnismafig einfacher Weise zu 
erbringen. Setzt man 


2,—2 Ti SS 
k k+1 k+2 k+3 ‘ 
2, a= oS Seah - =n (k Salis Pe ay — 3), 


Peg aed os mad 


Lp, — Hy, ee ae ee 
I — —s == 
“k Se as —_— 
ie Uy, — Uy + 9 
so ist a 
ee Gale, nO), 0,4 1, 


ae 


1) Gauf, 1., 2. Abschnitt. Nr. 12—14. 
2) l.c., 1. Abschnitt, Nr. 7—11; vgl. 10. Kap., U. 
3) Werke, XXIII, 8. 424 ff. (2 Aufl. 1892). 4) Algebraische Analysis, § 70. 
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und daher identisch: 


{4) y= 1— 4. ’) 


Es sei nun die Differenzengleichung zweiter Ordnung 


(5) Yu 42+ PeYnsi + We2Yx = 9 


gegeben, worin p, und gq, rationale Funktionen von gleichem Zahler- 
und Nennergrade sind, sodaf 


limp,=a,, limg,=a, (a, u.a, endliche Gréfen) 
i= p00 


jt eke.) 
ist, und es mége die ,,charakteristische“ Gleichung 
(6) 2@tazeta,=0 


Wurzeln von ungleichem absoluten Betrage besitzen: |a|> 6|. 
Sind y und ys 


80 ish”): 


zwei Fundamentallésungen der Gleichung (5), 


i 2 (2 
v2 9. — vane? 
1) 2 2 1 ? 
yO y®, — yy, 


Dig = 


1D) 2 2 1) 
rie go) sy? — yO yO, 
ti er DMG a)h gate OG) ia oe 

yy) — yy) 


Setzt man nun 


yD) 
_  Jere=9 
Ly, = (2) ? 
Yeth—2 
so wird 


U Pei yA 
Py peut? Veth-1 


r og 
Put h—2 Pes p—1 


daher ergibt sich, wenn noch » + 2 an Stelle von » gesetzt wird, 
» 
Ou SG) a 
= ide Yoo a= yo Yet y a 


gD) y¥® —y2) yO Peas’ 


Uy — 


1) Thiele, Den endelige Kjaedebrékfunktions Teori, Tidskr. for Math. (2) 
6 (1870). 
2) 2. Kap., Il. 
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und folglich aus (4): 


1 2 2 
(7) 50) a Yori Yern — YariYarn Va: 
ape (A). @) Gena ole kes rg 
xe Un a Yx Yaein eee 
3 cae 
Py i 
eae DGoee Lx+n—2 


Pein 
Die rechte Seite dieser Identitaét enthalt nur die Koeffizienten der 
Gleichung (5) und deren sukzessive ee, ist also von der Wahl 
der Fundamentallosungen y? und yo? ’ ganz unabhiingig. Wir denken 
uns nun y und y so gewahlt, daB 


Int 1 
lim - ae =a, lim 
nm=o Yoin ew es 


wird, was nach Nr. I, A dieses Kap. stets méglich ist; dann ist 


li | es F Uta | | Ls | 
n=2 | ye), ys, a i be h 
und daher 
y ) 
lim = te =( 
TG 90, Yoin 


Folglich wird fiir » = co der unendliche Kettenbruch 
(2) 
(1) Yar 1 
KY = AChE 
Ganz analog findet man, wenn wieder y und y” zwei /undamental- 
lésungen der Gleichung (5) sind, die Identitit: 


3 4) 4 
eee a Ya Ya : Te Yarn pe Beat 
( ) x (3) ae he 
yo) yf n =) y®), p rat gee. x — 1 
x—1 q a 
a — 2 
Py Zas 
Po-s Le -n +1 
1S 5 


Nun kann man nach Nr. I, D dieses Kap. die Lisungen y und 
y so wahlen, daB 


33 
li Uae it 
TOT Aare 


n=0 Yon MOS ima 


1) yf, die sogenannte ,,ausgezeichnete Lésung“, ist bis auf eine ,,Kon- 
stante“ bestimmt (vgl. den Schlu8 von IJ, A dieses Kapitels). 
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wird; dann ist 


3 4 | 
ee ee : Yern=1 
N= 00 | y,.?) n he | 


-|2}<1, 


und folglich 
y 8) 
lim ie 


n=0 Ys n 


=O. 


Daher wird fiir 7 = co der unendliche Kettenbruch 


Fiir c=00 wird p,=Dys1=DPerg=" =U) We= Vet = Unt9 = = Mp 
lim iG =f und folglich lim Kk” = = denn Gleichung (7) liefert 


fiir x=oo die bekannte Kettenbruchentwicklung der kleineren Wurzel 
der quadratischen Gleichung (6) und infolgedessen Gleichung (8) mit 
beliebiger Anniherung die Kettenbruchentwicklung des reziproken 


Wertes ihrer gréBeren Wurzel. Daraus ergibt sich gleichzeitig, daB 
(2) (3) 


7 2 7] Yo . : : . . 
ond tet db, = und — a nicht identisch gleich sind, 
Yn Yr 


sodaB yo? und y® sich nicht durch eine bloBe ,,Konstante“ unter- 
scheiden. Die beiden fiir alle (reellen) x konvergenten Kettenbriiche 
K” wd 1 (n = oo) ergeben also mittels ,Quadratur“ die beiden 


Fundamentallésungen yo und y.” der Differenzengleichung (5). — 


Uber die Verallgemeinerung dieses Resultates vgl. Norlund, 1. und 3. 


Auf Grund der Potncaréschen Untersuchungen (Nr. I, A und C) 
hat Horn*) fiir die Lésungen einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung, deren Koeffizienten fiir 7 — oo endliche Grenzwerte besitzen 
und allgemeiner einer Differenzengleichung 


f, 


Y, rn oe atk 9) Yuan —t tr et Gren? as ae =f gh) Y, ee 0: 
worn 
} awa es 
je ON es cpr ee (A=1, 2,...,n) 
konvergente oder asymptotische”) Reihen sind, — falls die Wurzeln 
der ,,charakteristischen“ Gleichung verschiedene absolute Werte haben 


1) Horn, 1. 
2) Uber diesen Begriff vgl. 10. Kap., I, B, 2., Schlu8, und IIT, SchluB. 


Il, Anwendungen des Poincaréschen Satzes. B. 993, 


und bei Beschrankung auf positive ganzzahlige 2 —- asymptotische, 
nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Potenzreihen aufgestellt. 
Wir werden indessen — fiir den Fall, daB die Koeffizienten rationale 
Funktionen (vgl. die Anmerkung zu I, A dieses Kap.) oder konvergente 
Fakultatenreihen sind — die Fakultdtenreithen vorziehen, welche dem 
Wesen der Differenzengleichungen angemessener zu sein scheinen, 
-indem ihre Koeffizienten sich leichter berechnen lassen, welche ferner 
die Beschrankung der Variabilitiit von w unnodtig machen und endlich 
unter Umstiinden wirklich konvergieren (vgl. 10. Kap. III und IV); 
durch diese Entwickelungen wird gleichzeitig der Poincar¢ésche Satz 
in dem Falle rationaler Koeffizienten eine strengere Begriindung 
und Priazisierung (vgl. den ersten Perronschen Satz in Nr. I, A) 
erfahren. 


Zehntes Kapitel. 


Integration der linearen Differenzengleichungen 
durch Reihen.*) 


Hinleitung: Die Potenzreihe, das sonst so allmiachtige Instrument 
der Analysis, versagt im allgemeinen bei der Integration der linearen 
Differenzengleichungen, und zwar aus leicht ersichtlichen Grtinden: 
Wenn eine Potenzreihe 8(x) auch z. B. in einer gewissen Umgebung 
von «=O konvergiert, so braucht B(a@+r) (r=1,2,...) micht m 
konvergieren, sodaB ein direktes Hinsetzen derselben in die Differenzen- 
gleichung im allgemeinen unméglich wird. Aber selbst, wenn man 
weiB, daB 33(a) eine ganze transzendente Funktion darstellt, also in 
der ganzen Ebene konvergiert, wie z. B. die Funktion Q(x) (vel. 
1. Kap. Il, C), so erhalt man durch direktes Hinsetzen der Reihe in 
die Differenzengleichung fiir die Koeffizienten unendlich viele Gle1- 
chungen mit unendlich vielen Unbekannten; und wenn diese auch 
durch die Untersuchungen von Hill, Poincaré, H.v. Koch, Cazzaniga u. a. 
tiber unendliche Determinanten der Behandlung zuginglich gemacht 
worden sind, so sind doch die Resultate entweder nicht einfach genug 
oder tiberhaupt unbrauchbar, indem die Determinanten im allgemeinen 
nicht konvergieren. Dagegen kénnen imdirekt, d. h. aus anderen Dar- 
stellungen der Lésungen, z. B. aus Integraldarstellungen und den spiter 
zu behandelnden Partialbruch- und Fakultatenreihen, nachtriglich brauch- 
‘bare Potenzreihen hergeleitet werden. 

Wollte man z. B. fiir die Funktion Q(x) = [(a)— P(x)?), von 
der man weit, daB sie eine ganze transzendente Funktion ist und 
der Differenzengleichung 


Q) Yori ~ LY, =e 
gentigt, direkt eine Potenzreihe aufstellen, so kénnte man die Glei- 


chung (1) zunichst durch die Substitution y, = ew, in 


(2) Upp 1 — @U, = 1 

1) In diesem Abschnitt werden fiir die unabhingige Variable x auch kom- 
plexe Werte zugelassen. 

De lanKap ieee: 
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_ transformieren; setzt man dann 


U,=O+G4x+oa7+--- 


an, so ergibt sich 


SS > k 0 
Ups ih DU, ca ' a,x" , a,. or t Jo— C,,-4 ((5) aa li C_y = 0) ? 
r=0 k=r ° 


CS Os) 


also das Gleichungssystem 
a= >'4, eel eee eat Pras Le 2m a3) 
k=0 


Nimmt man yon den a, zuniichst nur die ersten » + 1 Glieder und 
schreibt die ersten » + 1 Gleichungen hin, so erhilt man fiir k <n: 


D&tY 
ee ’ 
worl 

1 ih il i it 
ee eee (4) 
eee ee Ga (3) 
SPA G20 —1 (3) G) 
(ne Oe 00) —1(") 


ist und D“*” aus D, dadurch hervorgeht, daf in Ds an Stelle der 
(K+ 1)*" Kolonne die Kolonne 1, 0,0, 0,...,0 gesetzt wird (ins- 


Gale iy 1 i 
besondere wird ¢, = ~ —~> =); man wiirde also die ¢ in 
: n n 
der unpraktikablen Form 
Det 1) 
Gu ln 7 


erhalten. Benutzt man dagegen z. B. die Integraldarstellung 
Q(a) = fe-te—dt, 1) 
1 


1) Vgl. 8. Kap., II, A, Beispiel. 
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so ergibt die Zaylorsche Entwickelung: 


oO 


y erO Pe a ae ome 
. A ar |: dick dee oOo Vor: 
1 


rT=0 


Andere Beispiele fiir die Umwandlung der Lésungen linearer Diffe- 
renzengleichungen in Potenzreihen werden an geeigneten Stellen folgen. 

An Stelle der Potenzreihen treten bei der Darstellung der Lésungen 
linearer Differenzengleichungen andere Entwickelungen: insbesondere 
sind es die bereits von Stirling'), spater von Binet”), Schlémilch®) u. a., 
in neuerer Zeit von Jensen*), Pincherle®), Nielsen®) und Landau") be- 
handelten Fahkultdtenreihen von der Form 


s a 
oisks (a® = a(a@+1)---(@+k—1), xe == 1), 


(Kk) ? 
a 


die hier die wichtigste Rolle spielen, was unter anderem schon daraus 
erhellt, da& in vielen Fallen, wo die (nach fallenden Potenzen von x 
fortschreitende) Potenzreihe asymptotisch divergiert, die entsprechende 
Fakultitenreihe konvergiert. Die Fakultaétenreihen sind hauptsichlich 
dadurch ausgezeichnet, daB sie, wenn sie fiir «=x, konvergent sind, 
auch fiir jedes x = x, konvergieren, fiir welches H(z,) > RW(a,) 8) ist, 
sodaB ihr Konvergenzgebiet eine Halbebene ist, die links durch eine 
Gerade Si(v) = 2 begrenzt wird®) (mit Ausschlu8 der Punkte 0, — 1, 
—2,...). Eine Fakultiitenreihe ist in einer gewissen Umgebung 
jeder (von 0, —1, —2,... verschiedenen) Stelle im Innern ihrer 
Konvergenzhalbebene gleichmaéBig konvergent'®); sie stellt daher nach 
einem Satze von Weierstraf*) in ihrer Konvergenzhalbebene eine mit 
eventueller Ausnahme der Punkte 0, — 1, — 2, ... (die dann einfache 
Pole sind) regulire analytische Funktion dar und darf dort beliebig 
oft gledweise differentiiert werden. ‘*) 

Die Fakultitenreihen sind aufs engste verwandt mit den Inte- 
gralen von der Form 


al 
Q(«) = | ot -1dt, 
0 


1) Stirling, 1. 2) Binet, 1. 3) Schlémilch, 1. 
4) Jensen, 1., 2., 3. 5) Pincherle, 10., 11., 12. 
6) Nielsen, 1., 2., 3. 7) Landau, 2. 


8) R(x) bedeutet ,,reeller Teil von a“. 

9) Den einfachsten Beweis dieses Satzes siehe bei Landau, 2., Satz I, 
S. 157 ff. 

10) Landau, 2., Satz I, S. 161. 

11) Zur Funktionenlehre, Berlin. Ber. 1880, 723—726. 

12) Landau, 2., Satz III, 8. 164. 
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die besonders von Pincherle ) ausfiihrlich behandelt worden sind; beide 
Ausdriicke kénnen unter gewissen Bedingungen in einander bergetthrt 
werden.*) — Die Darstellung einer Funktion durch eine Hataleser 
reihe ist eindeutig; d. h. wenn zwei Fakultiitenreihen einander gleich 
sind, so miissen die Koeffizienten der einzelnen Fakultiiten éinander 
Blcich sein, oder noch anders ausgedriickt: die Fakultatenreihen ge- 
statten keine Nullentwickelung. *) 

AuBer den Fakultitenreihen kommen fiir die Darstellung der 
Lésungen linearer Differenzengleichungen zunachst noch in Betracht 


die Partialbruchreihen von der Form Dae auch hier ist die 


Darstellung eine eindeutige. Fiir die Umwandlung dieser beiden 
Reihenarten in einander gelten die elementaren Formeln: 


(3) Sai yen (eae 


TO) 


und umgekehrt: 


k 
1 eae 
) eek! Gar gD 


r= 


Ferner sind zur Darstellung der Lésungen geeignet die Binomial- 


co 


reihen > tr came welche ebenso wie die Fakultitenreihen eine 
n=0 

Konvergenzhalbebene besitzen*); jedoch gestatten diese Reihen eine 

-Nullentwickelung, wie das einfache Beispiel 


Q= G-1yt= Se ae ee) ea) 


zeigt.°) — Aus dem Integral Q(x) erhalt man eine Binomialreihe 


oe it ed 
mittels der Formel [1 —(1—?)] = S, (— 1)’ (¢ ; 4 (1 —?)’.® 
= 0 


Endlich sind noch die hypergeometrischen Reihen von Wichtig- 
keit, welche Potenzreihen, Fakultitenreihen und Binomialreihen in 
sich enthalten, insbesondere die schon Kuler bekannte, von Gav/, 


1) Pincherle, 13.; vgl. Landau, 2., § 7, und Nielsen, 3., 8. 115 ff. 
2) Nielsen, 3., 8. 239 ff. 3) Nveleen, 3., S. 238. 

4) Landau, 2., § 5. 5) Vel. Nielsen, 3., Sy PA 

6) Nielsen, 3., § 49 und § 96, Satz IX. 
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Kummer und Riemann nach allen Richtungen durchforschte Gauf sche 
Reihe*) 
a 


F(a, B,y,%) = Hota 1 


Bp MELDEB TD sy, 
ye Are ep De ere 

in welcher « gewodhulich die Rolle eines Parameters spielen wird. [br 
Zusammenhang mit der Gammafunktion wird durch die von Gauf 
gefundene Formel”) 


: P(y) Fiy—ae— : : 
(5) F(a, B, Y> 1) = fe, B, 7) Si pee ron (Ry — eae B) a 0) 


vermittelt, welche sich am einfachsten aus der Hulerschen -Integral- 
darstellung *) 

1 
F(a, B, y, £) oa fe ar #10 — 2) at 
Ais REE CTE: 


0 


fiir «= 1 ergibt*), wenn die Formel fiir das sogenannte ,erste Huler- 
sche Integral“ °*) 
1 


6) Bor, g = f #1 —pr-tat = 2®  R>0, RO>0) 
0 


zu Hilfe genommen wird. Von den itibrigen zahlreichen Higenschaften 
der Gaufschen Reihe werden diejenigen, welche wir fiir unsere Zwecke 
gebrauchen, an der betreffenden Stelle angegeben werden. 


I. Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung. 


In diesem Abschnitt sollen hauptsachlich solche linearen Diffe- 
renzengleichungen erster Ordnung behandelt werden, die mit der 
Theorie der Gammafunktion in Zusammenhang stehen, insbesondere 
auch nicht homogene Gleichungen. Wikhrend aber von den meisten 
in der Theorie der Gammafunktion auftretenden Funktionen, z. B. den 
Funktionen P(x) und Q(a), naturgemaB erst nachtraglich gezeigt zu 
werden pflegt, daB dieselben lineare Differenzengleichungen befriedigen’), 


1) Gauf, 1. 

2) Gauf, 1., Nr. 24; fiir komplexe «, B, y Weierstraf, 1. 

3) Huler, 2»., Bd. 2 (1769), (1827), 230 ff.; Kummer, 1., 8.1381f., 2., S. 214; 
vel. Nielsen, 3., § 65. 

4) Auf diesem Wege hat Kummer (1., S. 138ff.) die Gauwfsche Formel 
F(a, B, y, 1) hergeleitet. 

- 5) Huler, 2», Bd. 1, 213—247; Bd. 4, 783—354. Legendre, 1. Einen ganz 
kurzen Beweis fiir die Formel (6) gaben Jacobi (Jour. fiir Math. 11, 307) und 
Dirichlet (Werke, Bd. 1, 398); vgl. Nielsen, 3, § 60. 

6) Siehe z. B. die Arbeiten von Mellin, 1., 2., 3.; Nielsen, 3., § 9. 
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wollen wir hier, soweit es irgend méglich ist, umgekehrt die Reihen- 
entwickelungen fiir diese Funktionen direkt aus den Differenzen- 
gleichungen herleiten, denen sie gentigen. Soweit dies nicht méglich 
ist, werden wir fiir die Ableitung der Resultate in der Regel auf die 
Quellen verweisen, um den Umfang dieses Abschnittes nicht gar zu 
sehr auszudehnen; denn die Mannigfaltigkeit der Entwickelungen ist, 
wie wir sehen werden, iiberraschend grofB. 


A. Homogene Gleichungen. 
1. Gleichungen mit linearen Koeffizienten: 
(ant b)y.yst (ee +a)y, = 0%); 


dieselben kénnen durch eine einfache Transformation (vgl. 2.) auf 
die Form 


L—a 
et Vn ps 
gebracht werden. Ihre allgemeine Lésung lautet: 
l(a — a) 


Yip a De (a) (0,44 = ,,) ; 
daher ist auch 
_T@)F@—a) 
Ye Fe) (1 — a) 


eine Partikularlésung. Setzt man nun in Formel (5) der Hinleitung 


dieses Kap. y=1, y—B=1—f6=2, so wird: 


reat a, ; a » 33 iis 1) - ce) ? 
k=0 


worin 
x—1)(@—2)--- (@—hk) 


e%—a(a+1)---(a+k—1),o%=1 und (y)=' Se Ne Ea 


ist. Wir haben also fiir eine Partikularlosung unserer Differenzen- 
gleichung eine Binomialreihe gewonnen; dieselbe konvergiert fiir 
R(x— a) > 0. : 
2. Gleichungen mit quadratischen Koeffizienten”): 
; (@?+ Aye + Oy) Yn 41 = CCU +O 0 + de) yy 
Dureh eine Substitution 2 = a’+ 0 kann b, zum Verschwinden ge- 
bracht werden; dann Jautet die Gleichung, wenn wieder «@ statt 2° 
geschrieben wird: , 
(7 — @) (2 —B)Yn 41 = e@(@ + AY, 5 
diese geht durch die Transformation y,—=c¢’w, tiber in 
o— ce) (a —s B) 41 =a aa a d)u,. 


1) W. 2) W. 
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Wir betrachten nun den Fall a,=0,; d.h. d= — (a+); dann 
lautet die allgemeine Lésung: 


P(@)F@—a—f)*)_ Ses ; 
ee T(x — w) F(a — B) ) o,f (ot, B,#)*) (R@—a—p)> 9); 


darin ist 
= oc) B®) 


f(a, B, 2) = >! 


ki o® 


eine Fakultatenreihe in x, konvergent fiir R(a—a«—) > 0. 
Fiir B=1, x =2+1 ergibt sich 


C(e+1)F(e—2e) Aer ae sae 
f(c, i g+ 1) hee) Fe —o+1) AE p ey ae (2e+1) ’ 


) 


also 


i = oe) 
= De eo SO); 
k=0 


das ist die Stwlingsche Fakultatenreihe fiir —~). Durch (p —1)- 


malige Differentiation nach « erhalt man noch fiir « = 0 die ebenfalls 
Stirling (1., 8.11) angehérige Entwickelung: 


<=>, o>)», 
oder fiir g=a27—a: 


Or? < 
: => a (Reo 0). 


(a — a)” = @—a)) © 


Darin bedeuten die C, die sogenannten ,,Fakultaétenkoeffizienten 
vom Range s“ oder ,,Stilingschen Zahlen erster Art“; sie sind ftir 


ry >O die Summen der (5) moglichen Produkte mit » verschiedenen 


Faktoren, welche man aus den Zahlen 0,1, 2,...,s—1 wahlen kann, 
wahrend stets C,°= 1 ist (vgl. Nelsen, 3., § 26). 

In &ahnlicher Weise lassen sich die allgemeinen Differenzen- 
gleichungen erster Ordnung 


ID MWA erie WLS (OL 2) Formel (5) dieses Kanitels. 

3) Sterling, 1., 8. 12, 45; vel. Nielsen, 3., S. 77. 

4) Fir den Konvergenzbeweis vgl. Schlimilch, Ztscbr. fiir Math. u. Phys. 4 
(1859), 396; Nielsen, 3., 8S. 78 u. 247. 
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deren allgemeine Lésung nach dem 1. Kap, II, © die Form 


T(e— &) T(@ — a,)---T(@ —a,) 
F(a — B,) F(@ — B, e Phi bn) 


besitzt, unter gewissen Bedingungen fiir die GréBen «, und B, durch 
hypergeometrische Reihen héherer Ordnung integrieren *); doch gehen 
wir nicht naher darauf ein, da noch keine prazisen Untersuchungs- 
resultate vorliegen. 


Yn = aF- 


B. Volistindige Gleichungen. 


1 
1. U fice) Fa fs 2 


(formale ee Yn = > + @ yee ears ist divergent). 


s=0 


Eine Partikularlésung ist (1. Kap., I, C): 
as a 
ea eats Sieso eee 
worin 


C= lim (f+ pty te +5, —logn) = 0,5772156649 ... 


die Eulersche Konstante bedeutet; diese Partialbruchreihe fiir Y (a) 
konvergiert fiir jeden endlichen Wert von x mit Ausnahme der Punkte 
x=0,—1,—2,..., welche einfache Pole mit dem Residuum — 1 
sind. — Die n Ableitung von ¥(x), ¥(x), geniigt der Differenzen- 


gleichung 
nN. 


Fe: Yess) Y= (— 1)" gies 


und es ist: 
n ay (eae. n+1 7 1 5 
yw (x) = ( 1) uF n! me (x ae s)” ) 


daher ergibt die Taylorsche Entwickelung die Potenzreihe: 


ae) —> ly s,97 (iL), 
r=1 


1) Einen Ansatz dazu findet man z. B. bei Pincherle, 14. 

2) Die Funktion Y(x) ist zuerst von Gauf (1., Nr. 30—37) eingehend unter- 
% llog T(x d log l(a+1 

sucht worden; iibrigens setzt Gaup — ee = —— ss BE se = (a). Vel: 


Nielsen, §§ 1—5 u. 14, insbesondere auch die Literaturangaben. 
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worln : 
= C= tia SF — 
und ae 
= > es V=2,3,4..) 
k=1 
ist. — Wir erwahnen ferner die Binomialreihe von Stern’): 


= (— 1)" (ew —1 
¥@)=-C+ SS G71) @@>0.. 
k=0 


Aus der Potenzreihe fiir ¥(1+ 2) ergibt sich durch Integration, 
da log [(1) = log1 = 0 ist, 


log (+2) = >'Cly a" (\a|<1) 


r= 


als Lésung der Differenzenglejchung 
2. Yori Yor Ok Ee). 


Auch hier existiert eine Binomialreihe, die von Hermite*) herriihrt: 


log (1+) = > (G) At log 1 — “>” log 2 
kel 
4, eee 


eC (log 3 — 2 log 2) +.---; 


dieselbe konvergiert fiir R(x) > 0. 
Mit Benutzung der Formel 


W1—a) — ¥(a) = xetg x2), 


sowie der Differenzengieichung 1., der Y(x) geniigt, kann man die 
Potenzreihe fiir ¥(1+ 4) in die konvergentere 


co 


1 7 Digs 
AGE ts Nae cee fe oe > Sean 


r=90 


1) ,,Zur Theorie der Hulerschen Integrale, Géttinger Studien 1847, S. 39. 

2) Annali di Mat. (3) 5, 57—72 (1900); diese Reihe als Partikularlésung 
der Gieichung 2. ergibt sich leicht, wenn man fir log (i-+2) die Newtonsche 
Interpolationsformel mit dem Cauchyschen Restglied (s. 2. B. Seliwanoff, 2., 8. 21) 
ansetzt und beachtet, daB y, =  'log(1+-2) ist (W.). 

3) Siehe die Hulersche Formel, 1. Kap., Ul, C. 


F Dy By 
Lia 
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umformen’), und mit Riicksicht darauf, dab 


its 
ee et ee pe (Lae <1) 


ist, in die noch rascher konvergierende Reihe 


1 1 — 
Y(1i+2)= ee = ete mx — Apis {7 vel = ee a 


r= 0 


Daraus ergibt sich wieder durch Integration die Reihe: 


os “ 1— in 3 
bet Sater, 


Tis()) 


log [(1+ 2) = = [10 og =~ — 
welche fiir 2) < 2 konvergiert. 
Aus der Integraldarstellung *): 


oo 


log F (x) ibe + (w—1)e-*) o 
0 


(R@) >0), 


welche auch die vorher erwahnte Hermitesche Binomialreihe liefert, 
ergibt sich die merkwiirdige Kwmmersche Reihe‘*): 


log E(@)= (| —2) (C + log 2) + A—2) log x — | log sin 12 
+ ~ > ” sin 2NnUx, 
c/a b 


welche fiir 0<a#<1 gilt, wahrend die Integraldarstellung von Binet’): 
u(#) = log [(a#) — (c— >) log « + « — log V2 
oo 1 
irre eae ere we 1 OP wine Gk 
s a Ca t aa ae escent log t 
b 5 


zu der Darstellung durch eine F akultitenreihe 


ioe) 


MO=F> peg gw. (@+D9=@tD@+2)---@+H) 


1) Fiir das Folgende vgl. Nielsen, § 14. 2) ie 1., S. 505. 
3) Plana, Mém. de Turin, 24 (1820); Bénet, 1., 8S. 261; Netston Journ, 


‘fiir Math. 35, 74 (1847); vgl. Nielsen, 3., § 73. 


4) Kammer 3.; Scehlémilch, 1., 255-256: vel. Nielsen, 3., § 77. 
5) Binet, 1., S. 240. 
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fiihrt, worm 
1 
o,= [u(t (uw +2) +++ (u+h—-1)Qu—1)du, 
0 


1 1 59 SE 
Op ORR Ne ie Sa) an aoe Ss 


ist!). Diese Reihe konvergiert fiir R(w) >O und ist daher der be- 
kannten Stirlingschen Potenzreihe 


i ~ D seemnien a OD)” 


worin die Koeffizienten b,,, die Bernoullischen Zahlen bedeuten, vor- 
zuziehen, welche fiir m= oo divergiert und u(x) nur asymptotisch dar- 


stellt, in dem Sinne, dab 
n—1 
22, | w(x) -> | == (i) 
s=0 


ist fiir —2 <O0< +a («@ =|a| €°*)*). 
In engem Zusammenhange mit der Differenzengleichung 1. steht 
die Gleichung 


. 1 
3. ed 3 a x i 


lim ia 


|x| =0 


Hier kénnen wir direkt eine Partialbruchreihe angetzen: 


ro) 
as 


rg 
Me ae at 


und wir erhalten ftir die Koeffizienten a, die Gleichungen: 


a= 1, a, Q,4,=0 (s=0, iS aastcalg 
a,=(—1)*, 


1) Binet l.c.; vgl. Schlomilch, 1., 8. 259—260; Whittacker, Modern Analysis 
(Cambridge 1902), S. 189; Nielsen, 8., § 114. 

2) Stirling, 1., 8S. 135; vgl. Nielsen, 3., § 79. Das Zeichen ~ bedeutet 
»asymptotisch gleich. Diese Reihe ergibt sich aus der Huleryschen Summen- 
formel (1. Kap., If, B, Gl. (0) fiir p(@)=—loga (Kuler, 2a,, Kap. VI, 159; vgl. 
Ganpa le Nra29): 

3) Diese Definition der asymptotischen Darstellung einer Funktion riihrt 
von Poincaré her (Acta Math. 8, 297 (1886)). 


also: 
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und somit als Partikularlésung die mit Ausnahme der einfachen Pole 
z—=0, —1, —2,... bedingt konvergente Partialbruchreihe 


B(x) — 1S” », 


lim B(x) =0 


R (x) = co 


welche der Bedingung 


gentigt; die allgemeine Lésung lautet: y, = @,e7'* + B(x). 
Die Funktion B(x) ist nahe verwandt mit der Funktion ¥(z), 
mit der sie vermége der Gleichungen 1. und 3. durch die Relation 


cart e+1 x 
b@ ies) ¥ (5) 
verbunden ist. Die TYaylorsche Reihe ergibt die Potenzreihen- 
entwickelung 


Bd+2)= SC iy-te.e-? ((2| <0), 


worin 
= Read 
te De 
ona. > oe me 
k=1 


ist; auch hier lassen sich wie bei ¥(1+) rascher konvergierende 
Potenzreihen aufstellen (vgl. Nielsen, 3., § 14). 
Etwas allgemeiner ist die Differenzengleichung 


4, pg Ye = = (a eine Konstante). 


Hier ergibt derselbe Ansatz wie bei 3. die Partialbruchreihe 


a 
ess 
s=0 
welche mit Ausnahme der einfachen Pole x =0, —1, — 2, ... fiir 
die endlichen Werte von x unbedingt konvergiert, falls a! <1 ist; 
die allgemeine Losung lautet 


y,= 0,a-*-+ 7,*). 


Die im 4. Kap., Il, 8. Beispiel, gegebene Integraldarstellung einer 
Partikularlésung der Gleichung 4.: 
1 


1 
3: We A Ried ' 
Une a Re fer (ale la @) > 0) 
6 0 


Otek 1—at 


1) Stirling, 1., 8S. 27; Nielsen, § 5, § 14; W. 2Wa 
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fiihrt einerseits mit Riicksicht auf 


1 


zk 242 oe 
ap a IE a 


durch ghedweise Tntegreioe zu der obigen Partialbruchreihe, sodab 
Vn = Nw “(also hier w=) ist*), pudererceis durch wiederholte partielle 
Integration zu der Fakultatenreihe 


foe) 
ae s! a a 
Be see emg 
s=0 


welche fiir alle endlichen x mit Ausnahme der einfachen Pole 
x=0, —1, —2,... unbedingt konvergiert, falls 


ec if 
gial<L ah R@<¥ 


1| 
ist ). 
1 ke E = F ; ; 
Fiir a = —> erhalt man die Funktion — a(x)*), wo 
S (5) is si 
(—1)' s! 
aoe Spec ae as =D) 
0 Ss =10 


ist und die Fakultatenreihe fiir 0< H(w) <1 nur bedingt, fiir R(«7)>1 
dagegen unbedingt konvergiert. Fiir a= —1 erhalt man die vorher 
betrachtete Funktion #(«), fiir welche sich somit die Fakultatenreihe 


fae} cl aig ' 
Sue 
B(x) ae ee 8 
s=0 


ergibt, die schon Stirling*) bekannt war. 

Bisher haben wir nur solche vollstindigen Differenzengleichungen 
erster Ordnung betrachtet, bei denen die Goiatiene Gleichung kon- 
stante Koeffizienten besint bevor wir zur Reihenentwickelung der 
Lésungen solcher. Giechenre, erster Ordnung iibergehen, bei denen 
die Koeffizienten der Reduzierten nicht konstant sind, miissen wir 
noch die Behandlung der homogenen Gleichung 


Una. 4 LO fre 0 


nachholen, die erst an dieser Stelle erfolgen kann. Hine Lisung der- 
selben ist ja die Funktion T(x”), welche fiir die Theorie der linearen 


RM a 2) Nielsen, 3., S. 264—265. 

3) Nielsen, 3., S. 246. 

4) Stirting, 1., 8. 47; ClauBen, Grunerts Archiy 18, 336 (1849); vgl. 
Nielsen, 3., § 31. 
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Differenzengleichungen von fundamentaler Bedeutung ist und fiir die 
_ wir bereits im ersten Kapitel (II, ©) eine Integraldarstellung und eine 
Darstellung durch ein unendliches Produkt angegeben haben; aber 
gerade die Reihenentwickelung der Gammafunktion bietet eigentiim- 
liche Schwierigkeiten dar, wihrend nach Formel (5) der Hinleitung 
dieses Kapitels (vgl. auch I, A, 1. und 2.) gewisse Produkte von 
Gammafunktionen durch elegante hypergeometrische Reihen dargestellt 
werden kénnen. Zunichst ergibt sich aus der Binetschen Entwicke- 
lung von u(a) in eine Fakultiitenreihe (dieses Kapitel I, B, 2., S. 233): 


—«x w(x) 


di 
l(a) = V2x2 %e € (R(x) > 0). 
_ Um zu einer Potenzreihe fiir [(1 + ~): 
Vi+a)=—q+e¢r+en?+--> (la, <1) 


zu gelangen, benutzen wir die Reihe fiir ¥(1 +.) (dieser Abschnitt 
Bel.) 
W1l+2)=—s5,+5,4 —s,2°+ s,43—.---; 
die Identitat 
Ma+e)—fi+a)¥1+2) 


liefert namlich fiir die ¢, die Rekursionsformel 


= * 
(n iF 1) Cte > ; ce LY or Co (n=0, if 2, me 8 
r=0 


welche in Verbindung mit dem Anfangswert cy=1 die sukzessive 
Berechnung der ¢, gestattet*). 
Fiir die Koeffizienten der bestaindig konvergenten Potenzreihe’) 


4 = 2 3 ¢.9),,'0 
ra+2) = Yot V0 + gh + Y3° 


findet man durch Multiplikation mit der Reihe fiir [(1+ 2) die Be- 
ziehungen 


n=) 
und aus der Identitat 
d 1 Sages Wise 
dxfaits f(i+z) 


1) Nielsen, 3., § 15. 


ist eine ganze transzendente Funktion (vgl. 1. Kap., Il, C). 


1 
” Tafa) 
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die Rekursionsformel 
(m+ 1) Yng1 = > (1 41 Pe—2 
R= 0 


Independente Ausdriicke fiir die Koeffizienten ¢, und y, 7 emfacher 
Form sind bis jetzt nicht bekannt; man vergleiche wegen derselben 
Nielsen, 3., § 15 u. § 16, wo man auch die vollstindige Literatur 
iiber diesen Gegenstand angegeben findet. 

Die wahre Natur der Gammafunktion tritt aber erst durch ihre 
Zerlegung in die Funktionen P(x) und Q(x) (vgl. 7. Kap., Il, C) 
hervor, und es ist das Verdienst von Prym*), zuerst die funktionen- 
theoretische Bedeutung von P(x) und Q(x) fiir die Gammafunktion 
klargestellt zu haben. Diese beiden Funktionen gentigen nun eben- 
falls nichthomogenen linearen Differenzengleichungen, denen wir uns 
jetzt zuwenden. 


5. Yee OY a Sed te) 


Die formale Lésung lautet nach dem 3. Kap., V: 


1 
y, = 0,0 (#) — T(x) py: F@+1)’ 


worln @,, eine willkiirliche ,,.Konstante“ ist. 
Wir setzen zunachst eine Fakultatenreihe an: 


fe <) 
a, 
Chee > pm 
x a® ? 
ah 
dann ist 


: ay, ST 41 ei 0 
PE ay ir ah? (Ye Se ee Does 
| 2 (@ + 1) 2 (@+ 1) 
also 


pee Spas 
Yura CO Si eLne 


eo 
Daraus ergibt sich mit Riicksicht auf 5.: 


Gs Gh, — Gh, ,4= 9 (hat, ae) 
d. h. 
(ly = Ag = Ug = = dts 


1) Schlémilch, Zeitschr. fiir Math. u. Phys. 25, 104 (1880). 
2) Prym, 1.; Scheefer, 1.; vgl. Nielsen, 3., § 9. 
3) W.; vgl. Prym, 1.; Scheefer, 1. 
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Eine Partikularlésung von 5. lautet also: 


fo. 2) 


Ho Da? 


k= 


in der ganzen (endlichen) Ebene giiltig mit Ausnahme der einfachen 
Pole ~=0, —1, —2,..., und daher die allgemeine Lésung: 


Y,= 0,0 (") + (a). 
Aus 5. ergibt sich noch 


H(z+1)  H(@) 1 
P@1) F(@)  F@-+1)’ 


H(x+n) _ H(z) - 1 ; 
Fietn) T(x) =, T(a+s)? 
sa 


To = Sara: 


AeA) 
eT Gea ae” 


durch die Gleichung 5. und diese Grenzbedingung ist die Partikular- 
lésung H(z) eindeutig bestimmt, da aus 


also 


nun ist aber 


folglich 


Yen +n 
ao T(ietn) 


sofort o,=— 0, dh. y,= H(«) folgt. 
Sodann setzen wir eine Partialbruchreihe an: 


s ay, = Ay _ 4 
Y= : otk? ge acsere 
: k=1 


k=0 

ASG ah i ay, 

LY, = Oia eae me > a7 2 2+ bh? 
K=0 k=0 


a ,t+hka, 
esate on — Sat 5 atk ao early: 


also 
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Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sich 


aril 6 2 
a, = ( ea, (R= AS2.-3,s 


und dann aus der zweiten Gleichung 


eke ee 


ii , dh. ae t=1, a=—e. 


k=0 


Eine Partikularlosung von 5, lautet also: 


is + (—1)F 1 
I.-¢ > eae: 


k=0 


in der ganzen Ebene giiltig mit Ausnahme der einfachen Pole 
x=0, —1,—2,...; darin ist P(x) die oben erwaihnte Funktion 
die mit [(x) samtliche Pole und deren Residuen gemeinsam hat 
(vgl. 1. Kap. Il, C). Mittels der Umwandlungsformel (3) dieses Ab- 
schnittes zeigt man leicht, daB 


H(#) =¢eP(x)*). 


ist. — Die beiden direkt aus der Differenzengleichung 5. gewonnenen 
Entwickelungen fiir P(x), die Fakultatenreihe oy] und die 
x 


k=1 


Start : 
\ ergeben sich auch aus der Integral. 


Partialbruchreihe YT 


k=0 
darstellung*) 


1 


Pla) = fe ‘P-ldt (Ra) >0) 


durch wiederholte partielle Sere bzw. durch Entwickelung von e~ 
In eine Potenzreihe und gliedweise Integration in aihnlicher Weise wie 


bei 4. — Die Vergleichung des oben gefundenen Resultates mit det 
formalen Lésung ergibt noch die Formel 
ie te Som, 
> T(@+ Dee aes an 0, ea rae ,,) NE 


genauer folgt aus unseren Entwickelungen: 
Ste = ae S a 
Tats) 


1) P(x) selber gentigt der Differenzengleichung Yor —CY,=—C 
2) Vgl. 1. Kap., Il, C u. 8. Kap., I, A. 
3) Lindhagen, 1., S. 48. 4) Vgl. Whittaker, |. c. 8.177 


al 
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Die ganze transzendente Funktion Q(x) =I (x) — P(x) geniigt 
der ganz ahnlichen Differenzengleichung 


Yos1 — CYp= e* 
und ist durch diese und die Grenzbedingung 


-  O(e+n) ~ 


i 


eindeutig bestimmt. Ihre Reihenentwickelung bietet dieselben Schwierig- 
keiten wie die der Gammafunktion selber; die aus ihrer Differenzen- 
_ gleichung direkt abgeleiteten Reihen ergeben nicht Q(z) selbst, son- 
dern Q(x) —T(x) =— P(z). 
Ganz ihnlich lassen sich die etwas allgemeineren Differenzen- 
gleichungen 
Yn41— CY,= Te Sa" 


behandeln, die man zunachst durch die Substitution y,= e~“*a"~1u 
auf die einfacheren Gleichungen 


x 


x —— 
Was ge 1 


guriickfiihrt; die ihnen geniigenden Funktionen 


a 


P(x) = e'#-*dt und Q, (x) — { e-'t-1d#?) 
0 a 
(P,@) = P@), V,@) = Ya) 


sind besonders von Hermite”) untersucht worden, P(x) bereits von 
_ Legendre*); es ergibt sich: 


pent meet oi 1a 
P,(2) Sage 2 ) pe Be lie are 
s=1 s=0 
Fir Q,(y) hat Hermite (1. .; vgl. Nielsen, 3., §§ 8283) folgende 
bemerkenswerte Entwickelung gegeben: Setzt man 
rot nt 
Q, —fett-tdt, 


a+n 


so ergibt sich aus dem Integralausdruck fiir (x): 


Q,(2) = Y + Oi+ G+ Ust--:. 
1) Veli 8. Kops lly A. 2) Journ. fiir Math. 90, 332—338 (1881). 
3) Exercices de calcul intégral 1, 339—343 (1811); die weitere Literatur 
siehe bei Nielsen, 3., §§ 9—13, 80—85. 
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Um das Teilintegral Q, umzuformen, setzt man a+n+2=¢; dann folgt 


1 
—(otnpte to f Ge ‘(L454 soa” 
/ a+tn 


Entwickelt man nun unter den Voraussetzungen a-'-n| >1, R(a+n) > 0 
(fir m=0,1,2,...) den Ausdruck (1+ a) Teh ten Binorine 


satze und integriert gliedweise, so erhalt man: 


Q.= @ Aneta) Ss eee) Gi Ocl po one 
s—=0 


Durch EHinsetzen dieser Ausdriicke ergibt sich fiir @,(z) eine Doppel- 
reihe, deren einzelne Horizontal- und Vertikalreihen unter den obigen 
Voraussetzungen wie Potenzreihen konvergieren, sodaB man dieselbe 


nach den Binomialkoeffizienten (eae) ordnen darf; setzt man daher 


zur Abkiirzung 


~ 


R,@) = De err(a+rys 


T=0 


so entsteht die Formel von Hermite: 


O(a) = SPEtVR, (@@—n) (” seal 
n= =, 
darin ist nach Obigem 
1 . n! 1 . i! 
Dine Deir aed pees tee soe eek 
s=0 s=0 


Fir a=1, dh. fir @Q,(@) = Q(x) gilt diese Formel nicht mehr; 
durch eine leichte Modifikation ergibt sich fiir diesen Fall die Ent- 
wickelung von Mellin (Acta Math. 2 (1883), 231—232): 


ote) = SAY BH +1) Re—m) PT), 


n=0 


worin K(x) = R,(x) und 


1 co 
Bin + 1) -fe die weet = 1! (> = a —(- 1”) 
0 s=0 


ist. 
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Mellin*) hat die allgemeine Differenzengleichung 


Usa 1 (2) Up a s(a) 


untersucht, worm r(#) und s(x) rationale Funktionen von « sind. 
Man erhalt sukzessive 


ust. 


S(@) , Yet+1 _ s(x) s(x -+ 1) Ye +2 
z= 7 (a) a r (a) = sesh as r(x) r(@ + 1) a r(x) r(@ + 1) 


Die vorliegende Differenzengleichung wird daher formell durch die Reihe 


eo 


iy s(a+ v) 
SO) Daeroners genres 


v=0 
befriedigt, welche unter gewissen Bedingungen fiir +(x) und s(x) kon- 
vergiert. Um zu einem abschlieBenden Resultat zu gelangen, be- 
schranken wir uns auf den von Lindhagen”) behandelten Fall: 
6. Ye41— £Y,= R(x), 


worin R(x) eine ganze rationale Funktion *" Grades in x ist’). 
Zunachst kann man nach der im 8. Kap., I, A angegebenen Methode 
durch die Substitution 

Yn = GL) + ty 


worin G(z) eine ganze rationale Funktion (#—1)*" Grades in @ ist, 
den Grad von F(a) bis auf den nullten herabdriicken, sodaQ die 
Gleichung fiir wu, folgendermafen lautet: 


U,41— U, = a (a Konstante); 
dieselbe besitzt nach 5. die Lésung 
U,= — aeP(x), 
sodaB die allgemeine Lésung von 6, die Form hat: 
y,= 0,0 (2) + G(2) — ae P(@), (@,4,—,). 


Schreibt man die Funktion R(x”) in der interpolatorischen Form 


Re) — Sa, (2), 
k=0 


worn 


k! a, = A* R(0) = > (ty (") R(k—r) 


7=0 


1) Mellin, 3. 2) Lindhagen, 1., 8. 45 ft. See 
4) Newtons Interpolationsformel; siehe z. B. Seliwanoff, 2., 5. 6. 
16" 
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ist, und setzt auch G(x) in dieser Form an: 


e@— S07), 
k=9 
n—1 


Get 1) => bb (7), = ee 
k=9 k=1 


so wird 


also 


G@t+1)—26@)= SHO—b)(G), G=b1=9). 
k= 0 


Durch Gleichsetzung der Koeffizienten von eae (==, 0 — Drie a) 
auf beiden Seiten der Gleichung 6., d. h. der Gleichung 
G(a+1)—2#G(a)+a=—R(x), 
erhalt man fiir die 6, das Gleichungssystem 
6,—6,.,=4, =n, n—1,.-.2, 1;-6,=9), 


aus welchem sich 


b= — >) a, (b=0,1,2,...,.n—1) 


g=k4+1 
und daher 
+=0 
ergibt. — Auf anderem Wege ist Jensen*) zu dieser eleganten Loésung 
gelanet. 


Il. Hypergeometrische Differenzengleichungen zweiter Ordnung. 


Unter diesen Differenzengleichungen verstehen wir diejenigen, 
welche durch die Gaufsche hypergeometrische Reihe integriert werden 
kénnen. Dieseiben besitzen die Gestalt 


(1) Afy.9 + (B+ Ch)s,,;+ (D+ Eh + Fh)z,= 0%), 


worm A, Bb, C, D, H, # Konstanten sind, und kénnen durch eine ge- 
eignete Transformation*) auch auf die Laplacesche Form 


(2) (A+ Bh)a45+ (C+ Dh)z,,, + (E+ Fh)e,—0 
1) Jensen, 3., 8. 60; vgl. Nielsen, 3., § 11. 
2) Wir nennen hier aus bald ersichtlichen Griinden die unabhingige Ver- 
anderliche nicht x, sondern h. 
3) Vgl. 9. Kap., I, A.. Anmerkung. 
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gebracht werden; die umgekehrte Transformation, durch welche die 
Gleichung (2) in (1) tibergefiihrt wird, wird spater genau angegeben 
werden. 

Es gibt mehrere Wege, um hier zu Reihenentwickelungen fiir 
die Liésungen von (1) bzw. (2) zu gelangen. Zuniichst hat Boole") 
mit Hilfe seiner symbolischen Methoden durch direkte Ansiitze Reihen 
hergeleitet; doch fehlt durchweg die Untersuchung ihrer Konvergenz, 
und es werden nur einzelne Falle angegeben, wo die Reihen endlich 
sind, d. h. nach einer endlichen Anzahl von Gliedern abbrechen. 

Der zweite Weg geht von der Gleichung (2) aus, die ja eine 
Laplacesche Differenzengleichung (8. Kap., I) ist, und fiihrt tiber die 
Darstellung ihrer Losungen durch Eulersche Integrale von der in der 
Hinleitung zu diesem Abschnitt angegebenen Form. Diesen Weg hat 
mit Erfolg zuerst (1869) Thomae*) beschritten; er gelangt von den 
Eulerschen Integralen zunachst zur Riemannschen P-Funktion®) und 
von dieser zu der Gaufschen Reihe; nach ihm haben spiter (1904) 
Webb*) und Barnes®) denselben Weg verfolgt. 

Der dritte und natiirlichste Weg, der von der Gleichung (1) aus- 
geht, kniipft an die Gaufsche Abhandlung (1.) selber an: Gaup hat 
dort in Nr. 7. und Nr. 10. folgende Beziehungen zwischen drei _,,be- 
nachbarten“ Funktionen (series contiguae) aufgestellt: 


(3) (y—2a—(b—a) a) F(a, B,Y; a) te a(1—2) F(a +1, B, 7, £) 
Tt pea i Czas B, i) %)=0°), 


(4) Gabe ee Oe [t= 1) oD) F(a, B,Y, a) ye) (y—B) a F(a, B, y+1, x) 
=| y(y—1)1—2) F(a, B,y—1,2)=0"), 


(6) y(yvtl) P(e, By, %)— vt) (y—@+64)2)F(e+1, 641,741, 2) 
—(@+1)(6+1)2(1—a2) F(e+2,6+2,7+2,2)=0%). 


Diese Beziehungen stellen aber nichts anderes dar als lineare 
Differenzengleichungen zweiter Ordnung fiir die Funktion I’(a, B, y, x), 
aufgefaBt als Funktion ihrer ersten drei Elemente, wahrend « als Para- 
meter fungiert. Man. kénnte nun von einer dieser Gleichungen als 
Normalform ausgehen; da man aber zunachst nur eine Loésung der- 
selben kennt, nimlich F(a, 6, y, x), so miiBte man sich auf das ziem- 


1) Boole, 1. (Deutsche Ausgabe), S. 181 ff. 

2) Thomae, 1.; in einer zweiten Arbeit (2.) benutzt er zu demselben Zweck 
die yon ihm (Math. Ann. 2. (1870), 427—444) behandelten hypergeometrischen 
Reihen dritter Ordnung. 

3) Riemann, ,,Beitrage zur Theorie der durch die Gaufsche Reihe I'(a, B, y, «) 
- darstellbaren Funktionen“. (1857) Werke (2. Aufl. 1892), S. 67 ff. 

4) Webb, 1. 5) Barnes, 3. 6) Nr. 7., Gl. [1]. 
Nie dey) [15]; 8) Nr. 10., Gl. IX. 
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lich umstindliche Transformationsproblem einlassen. Wir ziehen es 
daher vor, die Methode von Heymann") zu befolgen, welche die von 
GauB, Riemann und Kummer?) gewonnenen Resultate ftir unseren 
Zweck nutzbar macht und so auf dem ktirzesten Wege zum Ziel fiihrt. 

Wir gehen aus von der ebenfalls schon Euler bekannten Gaup- 
schen Differentialgleichung, der die hypergeometrische Reihe F'(«, B, y, ”) 
geniigt, namlich: 


(6) a(l—a)y” + [y—(e@+ B+ laly’— aby = 0; 
aus dieser folot durch /-malige Differentiation nach z: 


(TY wl —a)y*t9+ [1 —2a)h+y—(et+ B+ 1)aly(t 
—(@+h)B+h)y= 0, 


und diese Gleichung, in welcher von jetzt ab A die unabhiangige, 
y” =y, die abhangige Veridnderliche sein soll, bezeichnen wir als 
Normalform der hypergeometrischen Differenzengleichung zweiter Ord- 
nung. Allerdings ist # seiner Natur nach zunachst als ganze positive 
Zahl vorauszusetzen; doch werden wir uns bald von dieser Beschrin- 
kung befreien: wir betrachten tiberhaupt diesen DifferentiationsprozeB 
lediglich als heuristisches Prinzip, um zu Lésungen der Differenzen- 
gleichungen (1) bzw. (2) zu gelangen, die dann nachtriglich verifiziert 
werden. 

Nach der Kummer schen Transformationstheorie gibt es 24 Integral- 
formen, welche der Gleichung (6) geniigen; doch sind von diesen 
immer je vier einander gleich, soda8 wir nur sechs Hauptlisungen 
anzugeben haben, namlich: 


Gy F(a, B, Y; x), 
Y= Fo pre p—y 1 la), 
| y= Et BiG yp — ol a, mn), 
(8) dy= (1—a)r-*-* F(y—a, y— 8, y—a@—6+1,1—2), 


i 
Ys = x" F(a, Cire eal e— B+ ie =) 
a . TAN 
ya 0-9 F(B, Bien) spas. Oe, ig 
Daraus gehen mit Riicksicht auf die Formel 


d F(a, we) \ 
8 Pe =“ F@t1, p+], pas) 


1) Heymann, 1., 8. 299ff.; 3. 
2) Gauf, 1., 2. Teil (NachlaB): Kummer, 1.; Riemann 1. c. 
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durch h-malige Differentiation folgende  sechs Hanptlésungen der 
Differenzengleichung (7) hervor: 


yO — LOLI BLN) 
i ry-h) 


sell , FE (o+h)T(B+h) 
yp == ( 1) Feet pay Liane eth b+ho+B—y+1+h,1—2), 
ys = (—lfra-*"T(y—1 +h) Fe—y +1, B—y+1, 2-—y—h, “), 

Gt 32) Pappy th) i y—e, v= ip, Pa i= t=, To), 


ys = (—1)ha-* Fe + h) F’(« Slip ayer lag ea. =), 


a — (1a TBR) E(B +H, B—7+1,8—a41, 4). 


Fath B+hyth, x), 


Die periodischen Integrations-,,Konstanten“ und sonstige Kon- 
stanten, die. von den ersteren aufgenommen werden kénnen, sind fort- 
gelassen worden (dabei ist zu beachten, dab ) die unabhiingige Variable 
und # ein konstanter Parameter ist); etwaige in den Gammafunktionen 
auftretende (einfache) Pole der Lésungen kénnen durch Multiplikation 
mit geeigneten periodischen Funktionen beseitigt werden, z. B. bei den. 


~ Lésungen y,”) und y,”) durch Multiplikation mit 


sin 2a(a+h)-sin 2a(B+h). 


Setzt man nun diese auf heuristischem Wege gefundenen Lésungen 
in die Normalgleichung (7) ein, so ergeben sich nach einer nahe- 
liegenden Buchstabenveranderung gerade die Gaufschen identischen 
Beziehungen (3), (4), (5) zwischen den ,,benachbarten“ Funktionen, 
und zwar die Beziehung (5), (4) oder (3), je nachdem man y,” und y,) 
oder y,” und y, oder y,”) und y,”) in (7) eintrigt. Hs kann daher 
nunmehr hi jede beliebige reelle oder komplexe Zahl bedeuten. 

Will man samtliche 24 Integralformen haben, die Kwmmer in der 
zitierten Abhandlung aufgestellt hat, so braucht man nur die sechs 
Integrale unter (9) mittels der Identitiat 


F(a, 6, ¢, 2) = (1—2y-** F(e—a, c—}, ¢, x) 


umzuformen; auf die nun vorhandenen 12 Integrale wende man dann 
die bekannte Hulersche Transformationsformel 


F(a, b, C, x) == (1 ae te F(a, Oss b, ¢, x = 7 


an. Auf diese Weise bekommt man fiir jeden Wert der Variablen h 
und der Parameter «, B, 7, «© passende Lésungen der Normalform (7); 


- insbesondere wird man auch leicht die Falle erkennen, in denen die 


Lésungen rational bzw. algebraisch werden. 
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Um nun die Differenzengleichung (1) auf die Normalform (7) zu 
bringen, erteile man ihr zunichst die Form 


(10) U2, 49+ (6+ ch)t,,,—-(@+h)(B+h)zZ,= : 
Die Substitution z,= o0"y,, wo @ eine noch zu bestimmende Konstante 
ist, ergibt dann: 
10°, 42+ O+ choy — (+h) GB+h)y, = 9, 

und diese Gleichung fallt mit der Normalform (7) zusammen, wenn 

ag’=x(l—2z), bo=y—(e+6+1)z, co=1—22 
ist; hieraus folgt: 

1 Wi axe / F 
0 Gea PAG p— det (et B+Ns, 


wodurch alle Parameter bestimmt sind. 

Das Wurzelzeichen in dem Ausdruck fiir @ bringt in die Trans- 
formation eine Zweideutigkeit hinein, die sich leicht beseitigen laBt. 
Transformiert man nimlich die Gleichung (1) baw. (10) zunachst mit 
positivem o in die Normalform 


x,(1 21) 4p o+ [a =F 2a,)h Te +B+1)2x,\y?,—(@+ h) (B+h)y, =0, 


so kann man auf diese Gleichung die Transformation von neuem an- 
wenden; fiir diese ist: 


| o=+1 oder —1, 
Yas yy oder .-% 4-8 =, +1; 
| X= x, oder 1—4@,. 


Die erste Gruppe andert naturgema8 in der Beschaffenheit der 
Parameter nichts; die zweite lehrt, da der Gleichung (7) auch hyper- 
geometrische Reihen geniigen, welche nach Potenzen von 1 — x fort- 
schreiten, ein Umstand, der schon bei den Integralen unter (9) ge- 
niigend beriicksichtigt worden ist. 

Sehr einfach léBt sich jetzt die Integration der Differenzen- 
gleichung (2) erledigen; deun gibt man ihr die Form 


a(e+h+ 1)o, 4s + (b+ Ch)v, 44 —(B+h)v, = 0, 
so fiihrt die Substitution 


od} n ( OM Te } = 
= ret oder v, = (—1)'TA—a—h)z, ) 


1) Der Zusammenhang dieser beiden ,,komplementiiren Substitutionen wird 


: : bi ¥ 
durch die Hulersche Formel [(#) [(1—a2) = oe (vgl. 1. Kap., I, C) hergestellt. 
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zu der eben behandelten Gleichung (10). Die Gleichung 
(A+ Bh+ Ch?) v;, <5 +(D+ Eh)o, 4+ £0, =0 


endlich wird durch die Substitution h=—t—2, v_,=y, in eine 
Gleichung von der Form (1) transformiert. 

Ausnahmefalle): Die Zuriickfiihrung der Gleichung (1) bzw. (10) 
auf die Normalform (7) ist in einigen Fallen nicht méglich, ins- 
besondere dann, wenn sich fiir eines der Elemente «, 6, 7 unendliche 
Werte ergeben. 

1. Die Transformation versagt z. B., wenn 4a +c? =0, also 
@ = oo und daher auch y= oo ist. Um diesen Fall zu erledigen, 
substituiere man in die Normalform (7) sowie in die fiinfte und 
sechste Lésung unter (9): 


eA ry 
ae vé, Ue ERD 


und gehe darauf zur Grenze y =o iiber; dann erhalt man 


— 8 a2 + [L—28h—(@ + B+ DEIm 1 — (e+ h)\(B+h)y, = 0. 


Auf diese neue Normalform kann die Gleichung (10), wenn 
a+c?=0 ist, stets durch die Substitution z,="y, gebracht werden, 
falls («+ B+1)¢ — 2b 0 ist; man findet naimlich 
2 ae ¢ ' 
O 2b—G@+B+ Ie? > @HE+1)e—2d' 
derselben geniigt: 


nf = (— LET (@+h) F(a +h, «—pt1,«—B+1, 4) 


: ve 
Y=. 

cass AAAS SP Oe ae eS gk Se lag 

Se GW ors a + eoptieise) or 


Hine zweite Lésung ergibt sich durch Vertauschung von « und £; 
andere aufzustellen, ist nicht nétig, weil beide Reihen fiir jedes end- 
liche h konvergieren (vorausgesetzt, daB «— keine ganze Zahl ist). 

Ist sowohl 4a+c¢?=0O als auch («+f8+1)¢c—2b=07%)! so 
lautet die Differenzengleichung (10): 

Ce 


Zee ; (a+ B+1+2h)4,.,—(e+h\(B+h)z, =9; 


‘ \—h . . 
dieselbe geht durch die Substitution 2, = ( a) u, tiber in die 


2 
Gleichung 
R= ge (@+ B+ 1+ 2h), 4 + (a+ h)(B+ h)u, = 0, 


1) Heymann, 1.,.1. ¢. DD) ME 
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welche die beiden Lésungen 
= T(ath) und vu? =T6+h) 
besitzt. Es ist naimlich symbolisch 
P—QR—=RKQ’), 


worin 


V=%i1—(@+h)ju, und R=w,,,—6t+h)u, 


ist, soda die Gleichung P = 0 durch die Lésungen von Y= 0 und 
R=0 befriedigt wird. — Ist B =a, so lautet unsere Differenzen- 
gleichung 


P=, 3— Go+1+2h)a,, -e-h)u,— 0; 
und es ist symbolisch 
P= 20 
daher besitzt die Gleichung P =O zunachst die Lésung von 
@=%,,1—(@+h)u,=0, naémlich 


u\ =T(a+h); 
ferner*) die Lésung von Y= wu,,,—(a+h)u,=T(«+h), also *) 


2 \ T (cz h) 
w= T(a+h) > eEELD =T(e+h) Soy 
r“(x)\ 


eo =F(a+h)¥(a+h)=C(a+h), (¥ (a) = Te)" 


2. Verschwindet in (1) der Koeffizient /’, so wird a bzw. B un- 
endlich grof, und an Stelle der Gleichung (10) tritt die folgende: 


G2, 04 + (0+ ch)z, 4 — (& Ehje,= 0. 


Eine passende Normalform, auf welche diese Gleichung durch die 
Transformation z, = 07, gebracht werden kann, erhalt man dadurch, 
da8 man in die Normalform (7) und in die erste und dritte Lésung 


Gt, Ja 


unter (9) die Substitution « = So y, = 6'y, emfiihrt und dann zur 


Grenze fiir 6B = oo iibergeht. Die neue Normalform lautet: 


5a -2 y +h E) Mh 44 —(a+h)n, = 0, 


: : 1 a at be : Bok 
und es ergibt sich 9 = =) E = Se Veo die zugehdrigen 
Lésungen sind: 

1) Vegi. PEG y oa, Nie Wes Tae 1ACay apa NINES XG), 2) 3. Kap., V1. 


3) 3. Kap., V. 4) 1. Kap., I, C. 
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@ _ Fe@+h) ; é 
Wee C(y +h) F(a +h, B+ h, te +h, anew 


ty = (“IPE th 1) F(a—p +t, Boyt, 2—-y—h, £) 


p=0 


dieselben konvergieren fiir jedes endliche h. 

Da solche Grenziibergiinge wie die eben benutzten durch die 
Untersuchungen von Kummer tiber die hypergeometrische Reihe (1. c.) 
hinlaénglich bekannt sind, so geben wir fiir die Fille « = 6 — co und 
6B =y=oo nur die Normalformen der entsprechenden Differenzen- 
gleichungen an; diese sind: 


EN 43 =i (y eas io Ny, rar 0, 

ese bares (@ 4 h)y, = 9. 
Weitere Untersuchungen nach dieser Richtung, insbesondere auch tiber 
volistandige Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit quadratischen 


Koeffizienten sowie iiber hypergeometrische Differenzengleichungen 
héherer Ordnung findet man ebenfalls bei Heymann (1., 8.318 ff. und 3.). 


Il. Differenzengleichungen beliebiger Ordnung mit rationalen 
Koeffizienten: Asymptotische Darstellung ihrer Losungen durch 
Fakultiitennormalreihen. *) 


In diesem Abschnitte miissen wir einiges aus der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen voraussetzen: man findet das Notige 
z. B. bei Heffter, Hinleitung in die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, oder Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, 1. Band. 

Es mége die Differenzengleichung 


(1) Pe) Ui a: Dp (OW ag 1 a 5 ie ak Py (2), = 0 2) 


vorliegen, in welcher die P,(~) Polynome desselben Grades p sind; wir 
schreiben dieselben in der Form: 


P(x) =C,,+ C,,(@+h)+C, (a+k)(a+k+1)+- +0, (a+k)(at+k+1): -(a+k+p—1), 
(k=0, 1, 2,..., ), 


worin , . 
WiC, = A*P(—k—r) (r=0,1, 2,..., p) 
ist. Wir wenden nun auf die Gleichung (1) die Laplacesche Trans- 
formation®) an: 
1) Norlund, 3., 4.; vgl. Galbrun, 1. 
2) Wir schreiben hier P,(«) statt Py, um Verwechselungen mit der /'e» Ab- 


leitung vorzubeugen. é. 
3) Vgl. 8. Kap., 1; Pincherle, 1. und 14; Mellin, 2.; Brajtzew, 3. 
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(2) u, = | -10(f dt, 
worin der Integrationsweg noch genauer angegeben werden wird 
Durch partielle Integration ergibt sich 


LUg= t* v(t) LACE v(t) dt, 


und wir mitissen die Integrationsgrenzen so wiahlen, daf fiir diese 
Werte von ¢ das erste Glied auf der rechten Seite verschwindet. Durch 
nochmalige partielle Integration erhalt man dann 


a(a+1)u, = — t?t+*o'(t) + t+1y"(E) di usf., 
und daher allgemein 
x(a +1)---(e@+h—1)u, = (— Df +10) dt, 


7 1k v (6) 
(z ear 1, 2, teey PS v(t) Fz oe) ; 


vorausgesetzt, daB die Integrationsgrenzen so gewahlt worden sind 
daf fiir diese Werte von ¢ 
(FOOT) = 0) tithe Ol 2a pw) 


wird. Kbenso ergibt sich 


(etr)(etr+1)---@+r+k—l1)u,,,=C yt f dtr +81 9H) dt 
(Gao? om, ps Rae Oe 12 eS i), 

vorausgesetzt, daB an den Integrationsgrenzen 

(3) ftrtky® (=O (k=0,1,2,....p—1; r=—6,1,2,..., 0 


ist. Wendet man jetzt die Transformation (2) auf die Gleichung (1 
an, so findet man, daf v(t) der Differentialgleichung 


(4) Q,(t)(— t)P py) (t) ae Q,_1() (—t)? =i y(P—(£) ee 
| + AO(—Dv'@) + @How —0 
gentigen mu8, worm 


Ql) = Cy, + Oto + C0" 


ist. Diese Ditferentialgleichung gehért zur Fuchsschen Klasse'), went 
wir voraussetzen, da die Wurzeln a,, a, ..., a, der ,,charakteristischen‘ 


Gleichung?) 
(5) Q(t) = Co, -t C,,¢ tee. Crp = 0 (Co, 9, Cae 


von einander verschieden sind; wir denken sie uns so geordnet, dal 


1) Vgl. Hejfter, Kap. 15, oder Schlesinger, Nr. 62. 
2) Vig Ee OSC Ae 


ete 


Sues 
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\a, =|\a,, wenn i <j ist; ihre Integrale verhalten sich alsdann in 


der ganzen Ebene ,,bestimmt“. Die singuliren Stellen sind aufer 0 


und oo die Wurzeln a,, a,,..., a, der ,,charakteristischen“ Gleichung. 
In der Umgebung des Punktes ¢= 0 existieren p Integrale von 
von der Form ¢“ g(t), wo g(#) eine in der Umgebung des Punktes 0 


| holomorphe Funktion ist, wihrend 


— Oy, — Og, ..., — Oy 


die Wurzeln der Gleichung P(x) =0 sind; wir ordnen dieselben 
80, dai 


Ha) SRG) S--- > R(@,) 


ist. Wenn einige dieser Wurzeln sich um ganze Zahlen unterscheiden 
bzw. einander gleich sind, so werden in dem allgemeinen Integral 
Logarithmen auftreten. ') 

In der Umgebung des Punktes ¢ = oo existieren p Integralreihen 
von der Form 


tv (e+ & +#4+--), 


welche fiir hinreichend groBe Werte von ¢ konvergieren. Die Hx- 
ponenten y, sind die Wurzeln der Gleichung P,(~ —) = 0; wir ordnen 
sie so, daB 


Hy.) = Rye) = Rs) 2 - S Ky). 


Was endlich die singuliren Punkte a, (¢=1,2,...,”) anbetrifft, 
so besitzt die zum Punkte a, gehdrige determinierende Gleichung®) 
die Wurzeln 0, 1, 2,..., »—2, B;, worin B, eine beliebige komplexe 
Zahl sein kann, die wir zunachst als nicht ganzzahlig voraussetzen. 
Das allgemeine Integral von (4) hat dann die Form 


ot) =v) + ¢—a,) 7 (0), 


worin w(t) und x(¢) in der Umgebung von a, holomorph sind. 

Wir wollen jetzt den Integrationsweg fiir das Integral (2) fest- 
setzen, indem wir daran denken, daf die Integrationsgrenzen den Be- 
dingungen (3) geniigen miissen: Wir ziehen eine gerade Linie von 0) 
nach a,; es sei b, ein Punkt derselben zwischen 0 und a, und so nahe 
an a;, daB ein um a, als Mittelpunkt beschriebener Kreis, der durch 
b, geht, durch keinen singuliren Punkt hindurchgeht und auch auBer 
a, keinen anderen singuliiren Punkt einschlieBt. Wir integrieren dann 
lings der geraden Linie von 0 bis 6,, durchlaufen die Peripherie des 
Kreises und darauf die gerade Linie von 0, bis 0. Alsdann werden 


die Bedingungen (3) erfiillt sein, wenn R(a+a,) > 0 ist. Hs wird 


1) Heffter, Kap. 7; Schlesinger, Kap. 3 und 4. 
2) Heffter, 1. Kap., Nr. 7; Schlesinger, Nr. 45. 


\ 
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dann mit Beriicksichtigung des Cauchyschen Satzes, welcher besagt, 
daB das tiber einen geschlossenen Weg erstreckte Integral einer 
holomorphen Funktion gleich Null ist, eine Lésung der Differenzen- 
gleichung (1): 


(a) = f (a, — 8% g,(0) at, 


worin auch ,(t) eine in der Umgebung von a, holomorphe Funktion 
ist. Integriert man in dieser Weise um jeden der singuléren Punkte 
(4, Ag). ++) Gy, So erhalt man nu Integrale der Gleichung (1); wir 
werden spater zeigen, da zwischen ihnen keine homogene lineare 
Relation mit ,konstanten“ Koeffizienten besteht. Diese Integrale 
gelten iiberall in einer Halbebene rechts yon der zur reellen Achse 
senkrechten Geraden it(w) = H(—a,), wo —a, diejenige Wurzel von 
P, (2) = 0 ist, welche den gréBten reellen Teil besitzt. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich wu, (= u(@)) fiir sehr groBe 
reelle positive Werte von x verhalt. Zu diesem Zwecke teilen wir 
den Integrationsweg in drei Teile: 1) die Strecke von 0 bis b,*), 
2) die Peripherie des Kreises um a,, 3) die Strecke von b, bis 0%), 
und bezeichnen die entsprechenden Integrale mit K,, AK, und K,; wir 
betrachten zuerst 


by 
K, — [ #-*o(2) dt. 
0 
Es sei M der Modul des gré8ten Wertes, den ¢ “?v(t) langs des 
Integrationsweges annimmt; dann ist fiir gentigend grofe positive a: 
Et = Me, 


und da |b, <|a, ist, so wird 


= 2 Tr(a ag ie + 1) 
(6) lim a,-* - coos Kk, =0 


t%= 00 


tiir alle endlichen Werte von u’); dasselbe gilt fiir K,. 
Um sodann das Verhalten von &, fiir groBe x zu untersuchen, 
betrachten wir das Integral 


i 
T= {tt *(1—tP p(t, 


1) Sollte auf der Strecke zwischen 0 und 8, ein anderer singulirer Punkt a; 
liegen, so mu8 der Integrationsweg an demselben vorbeifiihren. 


2) Dies folgt daraus, daB fiir groBe Werte von x sich verer® wie 
x 
od b Ne 
c verhalt (vgl. den Ausdruck fiir [(~) §. 237) und lim «” (=) = 0 ist ftir jedes 
endliche ». gee a! 


att 1 
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worin #(g) >—1 und « eine positive Zahl zwischen 0 und 1 ist, 


wahrend g(¢) sich in der Umgebung des Punktes 1 in eine Reihe 
von der Form 


9%) —4,+ 4,1 —-4) + 4,(11—#)?+---+4,(1—#)"+ B,, 


entwickeln laBt, welche fir ¢—1,<o konvergiert, wo 1 >o>r 


ist 9 =1—e). Wir wollen dann den Grenzwert 


era Gt op i) 
lim rice ~7T 


L= HO 


za bestimmen suchen: wenn wir g(t) in die obige Reihe entwickeln, 
so wird 


1 1 
(1) T=—A,f t-1(1—sPdt+ A, f #1 —ae tat +-- 
i a 
+A, f #1 —dP+m dt + f 10 1" BR, dt. 


Es la8t sich nun eine positive GréBe M, so bestimmen, daf fir 
jedes k 


1 M, 
A, i “of 
wird’); dann ist in dem Intervall e<t<1 (also O< 1—t<7): 
; yp\m+i 1 
Pah (— M,-——~ - 
bara 
: ( Q pale 
Wir betrachten jetzt das Integral 
: 
P= jf #11) R,, dt; 
wird 6 = 6’ +78” gesetzt, so ergibt sich mit Riicksicht darauf, dab 


der Satz ,,Der absolute Betrag einer Summe ist kleiner oder gleich 
der Summe der absoluten Betrage“ auch fiir bestimmte Integrale gilt, 


oO 


sodaB z. B. fiir F(x) = fet dt (R(x) > 0) 
0 


(8) (wt vd)|<T(W)%) (w>0) 


1) Vgl. z. B. WeierstraB, Abhandlungen aus der Funktionenlehre (Berlin 


1886), S. 93, 94. 


2) Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir v= 0. 
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ist: 
al 


oe met 9 Ta)r@+1)3 
fiera—olae< mC) Steere 


P< mee) ES 


Da r<o ist, kann man die endliche Zahl m so groB wahlen, daB 
fiir alle Werte von x: 


Tie + p'+1) F) 
(9) TOTEL P| <5, 
also wegen (8) erst recht 

T@+6 + 1) 
; eee <j 


wird, worin 6 eine beliebig vorgegebene positive Groéfe ist. 
Aus (7) erhalt man nun”): 


1 é m 
P— A, | #-*—# ae —= A, f 41 Sarde + > Qt £, 
0 : 0 k=1 


worin y 


Q.= 4, [ed Heat 


also, da nach Formel (6) der Hinleitung dieses Kapitels 


1 


pera paral Ole 


r@+ f+ 1) 

ist, 

(10) Wetet pA, r(6+1) z v+>" Rete Q =| Sr Pi, 
k=1 

worin 


N= reat? 4, | fie (1—#F dt 


gesetzt wurde. Nun ist aber, wenn ¢<o6< 1: 
f [t-*(1—oP | dt < 67-1 f (1-9? | dt, 
0 | 0 

und daher fiir ein gentigend grofes a: 


N< i (vgl. 8. 254, Anmerkung 2). 


1) Vgl. Formel (6) der Hinleitung dieses Kapitels; es ist nimlich offenbar 


1 al 
flea |dt< fea — | de. 
¢ 0 


2) W. 


d 


4 
4 
: 


; 
: 


. 
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Ferner ist 
1 
| Q.1<| 4] fl —oP+* ae, 
also ; 
Tj@ + p+ 1) Te+e+)re+k+i ¢ 

(1) SEG eet elo ePLeL (k=1,2,...,m); 
daher kénnen wir w so gro wihlen, daB 

/T@+b+1) 0 

ite ae cote ere 


ist. Wir haben nunmehr m und w so bestimmt, daB 


I 1 oe 
rp A641) <0 


wird; folglich ist, da 0 beliebig klein angenommen werden kann, 


SEL: 1 
(12) lim | eret eS a Ceag 


oe 


Wir wenden jetzt die Bestimmung dieses Grenzwertes auf die 
Untersuchung unseres Integrales 


K, = f t?-10( dt, 
¢ 
erstreckt iiber den durch b, gehenden Kreis um a,, an: In der Um- 
gebung des Punktes a, hatte v(t) die Form 
rf) = 4) + (a.—O* 90), 


worin g(t) und 7(¢) in diesem Bereiche holomorphe Funktionen be- 
deuten; daher ist nach bekannten Cauchyschen Integralsiitzen'*): 


K, = {1a p@) dt = (1—e%) f(a, — te dt. 
ae by 
Wird ¢=a,z gesetzt, so erhalt man 


1 
Ky = (eager { A- (1 — 2V (ae) de, 
By 
also mit Beriicksichtigung des Grenzwertes (12): 


lim a7? te K, = (1—&#8) afi A, 0 (8, + 1). 


r= 


1) Vgl. z. B. Durége, Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen 


- yeriinderlichen GréBe (4. Aufl. Leipzig 1893), 3. und 4. Abschnitt. 
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Nun war 


u(#) = K,+ K,+ K,; 
also ergibt sich endlich mit Riicksicht auf (6): 


. nip; te F (2) 
na) a Sol Picle Gee aaa 
Wir haben zwar bei der Herleitung dieses Resultates vorausgesetzt, 
daB K(B,) > — 1 ist, es gilt aber auch fiir H(p,) <—1; denn wenn 
K, hinreichend oft partiell integriert, so fiihrt die Untersuchung von 
K, auf Integrale von der Form 


(B—1) (es 2) 2 Of eet ee 
(PDC ea ee 
wo nunmehr fi(6,+q) >— | ist. 

Integriert man auf dieselbe Weise a jeden der singularen 
Punkte a,, so erhalt man n Lésungen ue ) (=u,@; i=1, 2,.: “8 
der Difrercnventiceinns (1), welche sich fiir grofe reelle positive 
Werte von x asymptotisch wie 


c.a7a-fi-*)-(e Konstanten: % == 20s 


verhalten.') Dieselben sind linear unabhiingig, wenn 4@,|'>|@,)>--->|a, 
ist; denn angenommen, es bestinde eine Relation von der Form 


Ou +o uo 4. oly or 


worin die oa " periodische Funktionen von der Periode 1 sind, s¢ 
setzen wir « i vy an Stelle von x, worin v eine ganze Zahl bedeutet 


sodab oo = =o ist und die Reston jetzt folgendermafen lautet 


04 40% 4... 4 on 0. 
Wir dividieren nun diese Gleichung durch a; “ay Pao 
lassen darauf v unendlich groB werden; dann folat mit Beriicksich 
tigung der obigen asymptotischen Werte fiir alle x mit etwaiger Aus 
nahme diskreter Punkte on ¢, =0, wo ¢ eine von Null verschiedene 
Konstante ist, also ome 0.” = 07’), sodaB in der fraglicher 
Relation das erste Glied unterdriickt werden kann. Dividiert mai 


dieselbe dann durch a, “"@+ty)y und l48t wieder » unendlicl 


1) Vgl. den Ausdruck fiir [(@) im 10. Kap., I, B, S. 237. 
2) Dabei schlieBen wir solche periodischen Funktionen aus, die nur ai 
diskreten Stellen von Null verschieden sind. 
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groB werden, so folgt w —0; ebenso zeigt man, daB auch ao” =0, sat: 
ao” =0 sein mu. Dieser Beweis gilt auch noch, wenn mehrere 
Wurzeln a, der ,,charakteristischen“ Gleichung gleichen absoluten Be- 
trag haben (ohne einander gleich zu sein), falls nur die zugehorigen 
Exponenten 6, verschiedene reelle Teile: besitzen; denn ist z. B. 


a,, | = Ly Se a, |, 
so k6énnen wir sie uns so geordnet denken, daB 


H(B,,) < RB) <--+ < RGB,,) 


ist, und dann die obige SchluBweise anwenden. 


An Stelle des oben angegebenen Integrationsweges hatte man 
auch den folgenden wiihlen kénnen: es sei c, ein Punkt des kleinen 
Kreises um a, derart, daB |¢,| > |a,| ist; von c, ziehen wir eine 
Gerade L, die sich bis ins Unendliche erstreckt und durch keinen 
singuléren Punkt hindurchgeht, und integrieren von oo lings L bis ¢,, 
durchlaufen die Peripherie des Kreises um a, und gehen dann wieder 
von ¢, lings L nach oo. Hin auf diese Weise definiertes Integral 
geniigt der Differenzengleichung (1) in einer Halbebene links von der 
durch Si(a@—&) =O bestimmten Geraden, worin & diejenige Wurzel 
von P(x) =O ist, welche den kleinsten reellen Teil besitzt: dann 
sind nimlich die Bedingungen (3) erfiillt. Durch dieselbe Unter- 
suchungsmethode wie oben‘) findet man, daf fiir sehr grofe negative 
Werte von x die Lésungen der Gleichung (1) sich wie 


ee te) (= 2% — B,) 
(1 = e? 718i) A) (p, aie 1)a,Pir ara 


d. h. wie 
ieee et P © 
Cami’ AZ Ae, 7 it) 


yerhalten, also ebenso wie fiir grope positive x. 

Wenn die Differenzen zwischen einigen der, GréBen w, ganze 
Zahlen sind, so wird v(f) in der Umgebung des Punktes ¢= 0 durch 
Reihen von der Form ¢% (log ¢)' q(t) dargestellt, wo g(t) in der Um- 
gebung von ¢=0 holomorph ist. In diesem Falle indert sich nichts 
an der vorhergehenden Entwickelung, da v(t)t “»* ' auf dem Integrations- 
wege tiberall endlich bleibt. — Ist ferner 6; eine ganze Zahl > p—1, 
so ist v(f) in der Umgebung von a, holomorph, also das lings des 
Weges um a, erstreckte Integral w,(z) identisch Null: in diesem Falle 
kann man den vorher gewahlten Integrationsweg durch die Strecke 


1) Man hat nur in dem dort betrachteten Integral 7’ die untere Grenze 
4 1 fs 
gréBer als 1 anzunehmen und die reziproke Substitution ¢ = 5 auszuftihren, 


Ur 
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von 0) bis a, ersetzen, da in diesen beiden Punkten die Bedingungen (3) 
erfiillt sind; w,(~) verhilt sich dann fiir groRe positive Werte von x wie 


a»! (B; + DL) F@) 
Ay Gigs 1B ty 


Betreffs der iibrigen Ausnahmefille (8, eine ganze positive oder 
negative Zahl <p—1; einige Wurzeln a, einander gleich bzw. 0 
oder oo1)) miissen wir auf die Arbeit von Noérlund selber verweisen 
(Glgteae Ge ig)s 

Bisher haben wir bei der Bestimmung des Wertes vou u, tir 
groBe Werte von x nur das erste Glied der Reihe g(t) in Betracht 
gezogen; man kann aber eine gréBere Anniherung erzielen, indem 
man die oben betrachteten Integrale in Fakultitenreihen entwickelt.’) 
Wir hatten 


(13) u,(0) = | 1-1 (a, — dg (t) at, 
das Integral erstreckt tiber den vorher angegebenen Weg, und 
(14) op) = 4+ 4,4,—8) + ACG —t? t+ + A, —" + BY); 


die Reihe fiir y(¢) konvergiert innerhalb eines Kreises um a,, der 
durch den dem Punkte a, nichsten singuliren Punkt hindurchgeht. 
Wenn ausnahmsweise 0 kein singulérer Punkt von v(¢) ist und inner- 
halb dieses Kreises liegt, so erhalt man, wenn man in (13) g(é) durch 
den Ausdruck (14) ersetzt und gliedweise integriert*): 


C+D E@ | y Be+1 
(15) u,(") = a; F(a-+ B+ Ee ot Aya, e+ 6,1 
BENG +2) 
+40) re te tee ee 


wobei von dem konstanten Faktor (1 —e?”*?:)a,°i abgesehen worden 
ist. Diese Reihe entspricht den Normalreihen in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen; sie konvergiert im ganzen endlichen 
Teile der w-Ebene mit Ausnahme der einfachen Pole — 6, —1, 
— B,— 2, —B,—3, ..: gleichmaig.*) — Ist ferner 0 ein singularer 
Punkt, der a, von allen singuléren Punkten am niachsten liegt, so 
ne re die Reihe (15) fiir Rw +e,) >0, wo a, die oben defi- 
nierte GréBe ist.) 


1) In diesem Falle wird die Substitution w, = ['(#) w, gemacht und w wie 
im 9, Kap., 1, C durch das Newtonsche Polygon bestimmt. 

2) Norlund, 3., § 10; W. 

3) Vgl. Formel (6) der Einleitung zum 10. Kap. 

4) Vel. Pincherle, 10., 8. 226; Nielsen, 3., § 96, Satz V. 

5) Vgl. Pincherle, 11. (Februar 1902); Nielsen, 3., § 95 u. 96, Satz I u. IIL. 


= eee 
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Wenn dagegen diese speziellen Annahmen nicht zutreffen, so diver- 
gieren die Fakultaitennormalreihen im allgemeinen; sie stellen aber in 
diesem Falle das Integral der Gleichung (1) asymptotisch dar: Setzt 
man namlich 


eliGnse Ole . 


Seg 0 (B;-+ 1) (8;+2) ---(8;+2) 

anh GLE DCL: REO)? 

so kann man zeigen, daf 
igo ee be ee) \eee 

(16) a re T (a) —{u,(a) ae S,(#) | ae 0 
ist. Der Beweis wird ganz ahnlich gefiihrt wie oben bei der Be- 
stimmung des ersten Gliedes der Reihe fiir w,, fiir groBe Werte von z, 
nur daB hier statt exes Gliedes » +1 Glieder auf die linke Seite 
gebracht werden. Zunichst besteht wieder die Gleichung (6) zu Recht; 
daher ist, wenn t= a,z gesetzt wird, fiir sehr groBe Werte von a: 


v 


u,(2) — S,(x) = a;* Py +> Q, + Py, 
vy+1 


k=0 |e 
worln 


ee) we Way de (e—<1), 
‘ i 


1 


Q, = A, at f a ia _- zr thdz, 
1 


P= 4, eo} (1 —z)*i BR, (a, 2) dz 


é 


ist. Nun zeigt man genau wie vorher, daB nach Vorgabe eines be- 


liebig kleinen 0 fiir geniigend groBe m (>v) bei allen Werten von # 


ret+btytt) | 24) 
mpeters |e 


und fiir geniigend grofe x 
\F@+tR+»+) x | @ Rear Glee eee 
| * ~ F(a) k << 3(v + a (A rw: sey DV), 


1) Vgl. Gleichung (9); man braucht nur P in der Form zu schreiben: 
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sowle 


pi@es B; +-.v +1) 


§ 
feet arate) Q < es v) ), (kK=vtl,v+2,...,m) 


ist. Fiir hinreichend grofe Werte von m und «x ist also 
| ve J 
jar eae) — S| <8 


womit die Gleichung (16) bewiesen ist. 


IV. Differenzengleichungen beliebiger Ordnung, deren 
Koeffizienten Fakultitenreihen sind: Normalform; Integration 
durch konvergente Fakultitenreihen.’) 


An die Spitze dieser Untersuchung stellen wir zwei wichtige 
Satze tiber Fakultitenreihen, fiir deren Beweis wir aber auf die Queller 
verweisen miissen. 

Satz I: Die Fakultdtenrethe 


foe) 


/ v!G,. 
2@) > sata ea 


r=0 


welche fiir R(x) > A unbedingt konvergiert®), kann im die Fakultdten- 


reihe F nfs +(% ) mie (ae ice ees. aan "Ya | 
Qa) = >) : @ryeryt Naeem eet nu tae < 


r=0 


transformiert werden; dieselbe konvergiert 


far SG) SOF eae hn Wen. I ea 
fir Rat+y)>0, Raty)>4, wenn Ry) <0 
ist. 
Den Beweis dieses Satzes findet man bei Nelsen, 3., § 98; er wirc 
’ z 


in der Weise gefiihrt, daB Q(x) als Integral von der Form ff @ (t)t?-1d 
1 0 


dargestellt und dieses dann durch das Integral i ‘y (E) E98 gery -1dt er 


0 
setzt wird, welches wieder in eine Fakultiatenreihe entwickelt werde1 
kann. — Hin zweiter Beweis, der nicht auf die Integraldarstellung 


1) Vgl. Gleichung (11), 

2) Nérlund, 2., 4. und briefliche Mitteilung an den Verf. W. 

3) Hierbei sind — wie auch im folgenden — die Punkte x = 0, — 1, —2,.. 
stets auszuschliefen. 
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der Fakultiitenreihe rekurriert, stiitzt sich auf die Betrachtung der 


i) 


Doppelreihe Mie, wo 


7,s=0 


eee het) Oa 8) (Ys 1) a, 
Mine? sie y)(@ Ly Pit): @-+y pres)? wenn s> 0, 


U4, = 0, wenn s<0, 


und 
r! a,. 


Mor @+y) @Fy Fl) @+y tn 


ist, auf welche ein bekannter Satz von Cauchy) angewendet wird.®) 
Sate II: Wenn eine Fakultitenrethe mit den ,,Koeffizienten“ a 


k 


STH ag ae Ae 0) — 
Q(@) 2 e449 (+1 =@+1)@+2)---@+h; (+1) =1) 
fiir Ra) > w > 0 konvergiert, so ist 
| ea 3 
log a" ) 
k=0 ; 


u = hm su 
: P log » 


Dieser Satz gestattet, fiir Q(x) eine Majorantenreihe aufzustellen: 
es sei nimlich « eine beliebig kleine positive GréBe, so folgt aus 
demselben, da fiir alle » oberhalb einer gewissen Schranke 


> A, < pitts 


k=0 


ist. Nun ist aber, wie sich unmittelbar aus der Produktdarstellung 
der Gammafunktion ergibt*), 


; alo 1)---(o-+-»—1) _ (|TB) | 9 («—) 
TD as ae Ire) | , 


also insbesondere fiir « =w+e+1, B=1: 
brpeies A setrin tee PS) 
1 ; ) ae 


rn 1 | pute. 
y | 


T (wu ¢ ale hy | ’ 


lim 


V=00 


daher lat sich eine positive Zahl M derart angeben, daf fiir sdmt- 
liche Werte von v 


1) Analyse algébrique (1821), S. 541. 

2) Briefliche Mitteilungen von Nérlwnd an den Verf. W. 

3) Landau, 2., Satz VIII, S. 176. 

4) 1. Kap., ll, ©; vgl. Nielsen, 3., § 21; Landau, 2., 8. 159. 
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v 


Le | ap GEO DG He +2) GF et) 
Decm As pa 2 ae 


wird. Wir betrachten nun die Reihe 


MD | é, (wuts ute) sh 

te m(1 5 fe le iets Geen aes ) : 
a 

dieselbe konvergiert unbedingt fiir R(x) >, besitzt lauter positive 
Koeffizienten, und die Summe ihrer » +1 ersten Koeffizienten ist 
fiir alle Werte von v gréBer als der absolute Betrag der Summe der 
v +1 ersten Koeffizienten a, der Reihe Q(z), da ja, wie man leicht 
durch vollstindige Induktion zeigt, 


pret aad lee ee Ae 


a iG Vv 


ap eer Dit tas et) 
{ E 2 xa v 
ist. 
Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zu der Integration 
der Differenzengleichungen von der folgenden Normalform: 


cr 


(1) P(u,) = >) 2(@—-1)---@—k+1) 0? V'u, = 0, 


k=0 


(pb, = 1, Faktor von pw, gleich 1) , 


worln ; 
. NG k k : 
V4 = (— LFA‘, 7 =U, .— le )Mee41 + (5 )e-ay2— +> +(—1}u, 
ist und 
(2) p= eee (K=0, 1, 2,...,2—1) 


Be Et) 


Fakultatenreihen sind, die fiir %(v) > uw unbedingt konvergieren.?) 
Nun ist, wie man leicht durch vollstindige Induktion beweist, fiir 
eine beliebige Zahl o: 

1) Vgl. dieses Kap., I, A, 2., Beispiel (erste Stirlingsche Formel). 

2) Hierin ist der Fall enthalten, daB die p®) yationale Funktionen sind, 
deren Ziaihler héchstens von demselben Grade wie der Nenner ist; denn man 
kann dieselben in Partialbrtiche zerlegen und die einzelnen Partialbriiche nach 
den beiden Stirlingschen Formeln (vgl. 10. Kap., 1, A, 2., SchluB; bei mehr- 
fachen Wurzeln des Nenners eventuell mit Zuhilfenahme des Satzes I) in Fakul- 
tatenreihen der oben angegebenen Form entwickeln. 
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(3) ze F@+1) _ ef+1)-+-@+k—-1) T@+1) 
F@+e+l) x@—1)...@—k+1) F@+te+1)’ 
und daher 
eee Ne tee) (ees b) 
sg 5 eae es) oe ss al 1) f(@, Q), 
worin 


f(@,@)=e(@+1)---(e+n—1)+---+e(o+1)--(eth—-1)p?+-..+p 


gesetzt worden ist; mittels der Reihen (2) laBt sich f(a, @) nach 
Satz I in eine Fakultitenreihe 


- f,(@) 
f@, e) = Perea 


entwickeln, welche in einem gewissen Gebiete konvergiert. 
Wir wollen jetzt die vorgelegte Gleichung (1) durch eine Reihe 
von der Gestalt 


SE eee Tet wy 
(5) a Fiatetk+1) “TetetD whe tie () + 0) 


zu befriedigen suchen; es ergibt sich 


= r(w-+1) 1. Fe+1) 
Plu) — 26 “P (reye4k4i) — % retopa pi eth) (3.614) 


co 


f,(e@-+k) 
-S' e+ 1) Wye C(a@+o+k+s+1) 


s=10 


SD repepe ey oh O+h +4. fileth—1) +--+ efi(Q)): 


Zur ea er der GréBen c, erhalten wir daher die Gleichungen 
(6) fle t+h) + G&_ifile+k—1)+---+ fe) =9, 
(GEO eae 
fiir k = 0 wird 
Cofo(o) = 9; 

€ (+0) bleibt willkiirlich, und 9 bestimmt sich als Wurzel der 
,determinierenden Glerchung“ 

F(e) =h(e) = 9, 
wo 


F(e)=e(e+1)---(erm—l) +--+ e@+1) @th—-lat + %,- 


Ist nun o eine Wurzel der determinierenden Gleichung, aus der 
keine andere Wurzel durch Addition einer positiven ganzen Zahl her- 
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vorgeht, so kann man aus dem Gleichungssystem (6) sukzessive ¢,, 
Cy, C3, -.- berechnen. — Um eine formale Vereinfachung zu erzielen, 


setzen wir 
T (a+ 1) 


Me Fetes) 
dann geniigt v, der Differenzengleichung 
(7) > @+e)@+e—1):--@+te—k+ lp Viv, =0 
k=0 
(p,” =1; Faktor von pv, gleich Ly 
worln po (kK =0,1,2,...,2—1) eime lineare Funktion von po = 
yeu Aan a oe mit konstanten Koeffizienten ist: dies ergibt sich 
leicht, wenn man die Formel 


V's 0 =, V Verh By Spee Ve ane hig 7725 4V Uae a 
+ kV*-*2 Vv, + V*2,- v, ") 


sowie die Gleichung (3) beriicksichtigt. Die Funktionen pe lassen 
sich daher in Fakultatenreihen von der Form (2), konvergent fiir 
R(x) > uw, entwickeln, und diese wiederum nach Satz I in solche 
von der Form 


oo 


pa i ee 


transformieren, welche konvergent sind 


fiir R(x) eS s0ee Le) >u, wenn R(e)>1, 
fir R(i«+o—1)>0, R(w@+o—1)>u, wenn R(o)<1 


ist (es ist niimlich p baw. p<” von der Form ¢ + Q(a-+1) des Satzes I 
und y = o— 1). 

Die Differenzengleichung (7) wird jedenfalls formal durch eine 
Reihe von der Gestalt 


QNieeae Sie ee pee epee fe Ss See Fo ORE nn ay 
8). Pe Pareuger “oT eteti! @heti@te+2) * 

befriedigt; es ist also jetzt eine Wurzel der determinierenden Gleichung 
F(9) =0 gleich Nuli (d.h. b) = 0), wiihrend dieselbe nach Voraus- 
setzung durch keine positive ganze Zahl befriedigt wird. — Um nun 
die Rekursionsformel zur Berechnung der c¢, in einer fiir den Kon- 


1) Vel) 2 Kap., 1B: 


IV. Differenzengleichungen beliebiger Ordnung. 267 
vergenzbeweis geeigneten Form zu erhalten, schreiben wir die Glei- 
chung (7) in der Gestalt 

A(v,) = Biw,), 
worin 


A= 2 Pl + e)(@-+o—1)---@w+e—k+1)V'u, @, =1), 


n—-1 
(0) 


Be.) = Dig et+e—l@t+e—2)-@+e-k+ 1)Viv,+ SF o,, 


(Faktor von g° Vv, gleich Ly, 


und 
> = (a+ 9)(b,,— Be) 
ad: 1! d, +2! 
=| ky k 
ee ens tone 


ist. Wenn dann v Null oder eine ganze positive Zahl bedeutet und 
wieder 


F(v) = v(v+1)---(v+n—1)4+-- 
Sees ape h 1) ho. + b,.2, 

f(a, v) =" Yv(v+1)---(v+n—2)4-- 
tg? v(vtl)---vth—-1I +--+ qPvt a” 


gesetzt wird, so lift sich f(z, v) nach Satz I in eine Fakultiitenreihe 
von der Form 


f, ) fe (v) 
eee eet Geter Derery ey 


entwickeln, die dasselbe Konvergenzgebiet besitzt wie die oben hin- 
geschriebenen Reihen fiir die pe Setzt man ferner 


9) fk) ent fo”) 

wth! (v+tb! 7 (v+tk—1)! eee ora 
so erhalt man fiir die Bestimmung der Gréfen ¢,, ¢, ¢, ... die 
Rekursionsformel 
Q Fet)hey =H My tae—lert-: +0) %, 


(P= Ok es oe 


hierin sind die g,(v) lineare Funktionen der Gréfen s, = rs dj, 
(k=0,1,...,n—1) mit positiven Zahlenkoeffizienten. 
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Wir ersetzen jetzt die s, durch GréBen, welche positiv und dem 
absoluten Werte nach eréber als dieselben sind, und wihlen zu diesem 
Zwecke fiir a (k=0,1,...,—1) die fslgonde Majorantenreihe: 


se A ee Tek) ee eae 
pad Gecrrre nn eee ear on 


A= +e+H(o), wenn Re) 21, 
A=u+e+ 1 ;, wenn (0) <1 


ist, wahrend w’ die gréBere der beiden Zahlen 0 und w bedeutet. 
Alsdann betrachten wir die Majoranten-Differenzengleichung 


n 


(10) p> @+ey(@+e—1)---@+e-k+1)V, 
k=2 
ys =e k GS 
es [Sore 1) (@+o—2---(e@+o—k+ 1)V*, ae 
ate *~ 


worin p eine noch naher zu bestimmende positive Zahl ist; diese 
Gleichung wird formal durch eine Reihe von der Form 


(11) Ope ne 


hi patie Wells 3 oo 
a+e+i't @+et)@+tet® 
befriedigt. An Stelle der ,,determinierenden Funktion® /(v)_ tritt 
Py(y), wo 

p(v) = v(v+1)---wtn—1)4+---+H(v+1)---w+k—-1)+---+9 


ist; diese Funktion verschwindet ebenso wie F'(v) fiir » =O und 
nimmt fiir alle positiven ganzzahligen v positive Werte an. Der 
Rekursionsformel (9) fiir die ¢, entspricht eine solche fiir die y,: 


(12) ppt 1) eabia ay hy(v) peas h, (y — 1) Vee 4 Sie Dal = h,(0) Yoo 
(Vet oe) 


in welcher die Koeffizienten h, samtlich positiv und grifer als die 
absoluten Betrige der entsprechenden Koeffizienten g, sind. 
Wir bestimmen nun p derart, daf fiir alle positiven ganzzahligen v 


por) < Fr) 


wird; das ist deshalb méglich, weil /(v) fiir keine positive ganze 
Zahl verschwindet und 
pv) 


BIO 
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ist.") Wird dann noch y, positiv und gréBer als |c,| angenommen, 
so ergibt sich aus (12) sukzessive y,,, (v=0, 1, 2,...) als ein Bruch, 
dessen Zihler gréBer und dessen Nenner rine ist als der absolut 
genommene Zihler bzw. Nenner des aus (9) entspringenden Bruches 
fiir c,,,; es ist daher fiir alle » 


| ¢, | Sy, - 


Somit konvergiert die Reihe (8) und stellt eine Lésung der Differenzen- 
gleichuug (7) dar, falls die Reihe (11) konvergiert. Um dies zu 
priifen, multiplizieren wir in der Gleichung (10) auf beiden Seiten 


mit 1 a und setzen die Reihe (11) ein; dann erhalten wir mit 
Berticksichtigung der Formel (3): 

gp (v) w(v) = : 
v(t ae Pye te+l)-- (e+) -u> *y@+ey@+e+t)--@+e+s)’ 
worin 
w(v) = v(v+1)---(vt+n—2) +---+ v(v4+1)---(v+h—-1)+---+ 41 


ist. Durch Multiplikation mit z+ 0 nimmt diese Gleichung die folgende 
Gestalt an: 


= pv) 
PAE CFeTH 


“Seon kenny (Mv) tpt) 9}; 


die linke Seite dieser Gleichung, 


py + f 
Shea easy 


laBt sich nach Satz I in 


Tite Yt) a 1) Ye PO) 
a ae eee (+e +) 


1) Von einer bestimmten endlichen Stelle » —¢ an wird nimlich deswegen 


iy) | <2 w=t,t+1,t+2,...); 


F()| 
es geniigt daher, p <> und gleichzeitig kleiner als den kleinsten der (von Null 
FQ) F() BG} 
verschiedenen) absoluten Betrige von Sag Oe a Gat zu wihlen. 
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. oo © t, 
transformieren. Setzt man noch y, =v! y;, so erhalt man fiir die y, — 
die Rekursionsformel 


, uM , Ra 
(Yt oot)ria = [Fo + +4) 9} 7,3 
aus derselben ergibt sich 
Net oat 


ye met (MD p alam po 
ee ee 


Daher wird, wenn ¢, das (vy +1)* Glied der Reihe (11) bezeichnet, 


es fis aa ~)G@=n-1+8,) 


vine te @foetuti ° ? 


also 
lim » (1 — et) p49 +1—(i—n); 
folglich konvergiert nach einem bekannten Kriterium') die Reihe (11), 
falls 
Rete) >a—n 
ist, und hieraus folgt wiederum, daB die Fakultiitenreihe (8) bzw. (5) 
konvergent ist 
fiir (x) >u—n, wenn K(o)>T, 
fir R(@+e—1)>uw—n, wenn Ro) <1. 
Aus unseren Entwicklungen flieBt der folgende 
Sate: Wenn fiir eine Differenzengleichung n®” Ordnung von der 
Normalform (1), deren Koeffizienten p” fiir R(x2) > w konvergente 
Fakultétenrethen sind, keine zwei Wurzeln der determinierenden Glei- 
chung sich um eine ganze Zahl (inkl. O) unterscheiden, so entspT ols 


ihren n Wureeln 0, (i = 1, 2, ..., ”) a Piandamentaltisungen’) ue von 
der Form (5), und zwar nee ue 
fiir R(a) >w—n, wenn Ko) > 1, 


fir R(a@+e,—-1)>u'—n, wenn R(e,) <1 
ist; darin ne: uw’ dre gropere der beiden Zahlen 0 und wu. 


1) Vel. WeitersiraB, 1., Abschn. 5, Satz V—VIL. 
2) DaB die u) (¢=1, 2,..., 2) ein Fundamentalsystem bilden, ergibt sich 
daraus, daf fiir groBe w die ,,Determinante dieser Funktionen“ (vgl. 2. Kap.,1, A) 
ee ey 
D(u, uw), eG uk) =a ? "(c+ 6,, ¢+0, limd,=0, 
L=O 


ist, sodab D nicht identisch verschwindet. (W.) 
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Auf den Fall, daB einige Wurzeln der determinierenden Gleichung 
sich um eine ganze Zahl (inkl. 0) unterscheiden, kénnen wir hier 
nicht niher eingehen (vgl. Nérlund, 2.). 


Beispiele*): 
1. >) a, a(¢ —1)---(w—k+1) Viu,=0 (a, Konstanten, a, = 1). 
k=0 
Hier ist 


n 


f(, 0) = fole) = >) a ole + 1)---(@+h—-1); 


k=0 
daher ergibt sich, falls die Wurzeln 9, ((=1,2,...,m) der deter- 
minierenden Gleichung /,(@) = 0 siamtlich von einander verschieden 


sind, unmittelbar aus Gleichung (4) als allgemeine Lésung unserer 
Differenzengleichung: 
> r@+1) 
Me do TE Fe td’ 
t=1 


worin die @, ,,konstanten“ (periodische Funktionen von der Periode 1) 
bedeuten. 


nr 


Cop D> (e+ eq) e@- 1) @Hk+ Vn, = 0 


k=0 
(a, und b, Konstanten, a,=1, b,=0). 
Mier ist 
h(@) 
f(#, 0) = fle) + Aree 


worl 


foe) = > ee +1)---(e+h—1), 


FO me rt) +6 +h 1).(e9=1). 
k=0 


Wenn die Gleichungen f,(e)=0 und f,(@)=0 eine gemeinsame 
Wurzel 0, besitzen, so wird fiir alle x 

f(z, 0,) a 0: 
die Gleichung 2. besitzt daher, wie unmittelbar aus (4) folgt, die 
Lésung ere wir kénnen daher im folgenden diesen Fall aus- 


1) Norlund, Briefliche Mitteilung an den Verf. W. u. 4. 
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schlieBen. — Mit Beriicksichtigung der aus dem Satze I oder aus der 
ersten Stirlingschen Formel (10. Kap., I, A, 2., SchluB) folgenden Ent- 
wicklung 


ta RCS pee el OE AA y) = 
sti @Fethe beds) @FeTIFy Le 
ergibt sich nun 
f.41(0-) = e(e+1)---(0+s—1)A@) (s=1,2,3,...) 


Aus der Rekursionsformel (6) erhilt man daher fiir jede Wurzel 0 
der determinierenden Gleichung f,(@) = 0, deren Wurzeln sich nicht 
um ganze Zahlen (inkl. 0) unterscheiden médgen, zur sukzessiven Be- 
rechnung der Koeffizienten c, die Gleichungen: 


Cy hie De % fi() rel (fe) +0), 
és fo(@ + 2) + file +1) + ae A(e) = 9, 
ésfoo +3) +eAle+2) + aCo+DAle+1) + a0@+lAle) =9, 


usf. 


Wahilt man ¢ = — f a , so ergibt sich 
OG xe Lr eee < ehe-)—fhe+») 
AC oe ae wae! fee+ LD) fle +2) 7 
i ¢, = CholetD) —Aet)) (e+) he+2) — any 
ae file +1) hole + 2) fle + 38) | 
ust. 
Ist daher 


fol) = (@ — %1)(Q— a) ++ (0 — &,); 
Ofo (01) (Ora) (0 == By) (Ory) ae Oh) 
so erhalt man folgende Lésung der Differenzengleichung 2.: 
Bs tele) 
Oro et 
{7 Su Bo) eB) ee (%, = PoE 9 = 2)- +: Bee 
fy (1) aad 1 (0 1—% + 1)-- ie ae t+ + (0 — Og) ++ (oy — oe, +) 
e! hele hee \ 
(@o,+1)---@+a,+)) 
und »—1 analoge Lisungen wu, uw, ..., ul, 
Fundamentalsystem der Gleichung 2, aden 


die zusammen ein 


SchluBbetrachtune: 


Wenn wir die bisherigen Entwickelungen (7. Teil, 1. Kap. und 
2. Teil) noch einmal zusammenfassend iiberschauen, so ergibt sich die 
bemerkenswerte Tatsache, daB die yon uns betrachteten Differenzen- 


Te © Pe sg ee ey 
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gleichungen im allgemeinen ein Fundamentalsystem von Lésungen 
besitzen, welche eindeutige transzendente Funktionen mit mendheh 
vielen re cccaren Polen und der wesentlich singuliren Stelle oo 
sind.*) Dabei tritt an Stelle des in den Integralen der linearen 
Differentialgleichungen auftretenden vieldeutigen Faktors a«* (a be- 
hiebige Konstante) der eindeutige Faktor cat bzw. ea 
und an Stelle des vieldeutigen log x die eindeutige Funktion (x) = 
og f(a) — —™.”) 
dau l(a) 

SchlieBlich sei noch einmal ausdriicklich auf die hervorragende 
Bedeutung der aus der Laplaceschen Transformation hervorgehenden 

1 


Integrale von der Form | ie t*-'g(t)dt fiir die Lésung der linearen 
0 


Differenzengleichungen hingewiesen: aus denselben ergibt sich durch 
Entwickelung von g(t) in eine nach Potenzen von ¢ fortschreitende 
Potenzreihe und gliedweise Integration die Partialbruchreihe, durch 
wiederholte partielle Integration oder auch durch Entwickelung der 
Funktion g(t) nach Potenzen von 1—¢ und gliedweise Integration 
sowie Anwendung der EHulerschen Formel (10. Kap., Hinleitung, 
Gleichung (6)) die Fakultitenreihe und endlich mittels der Binomial- 
entwickelung fiir ¢*~* = (1 — (1—#)*~' durch gliedweise Integration 
die Binomialreihe; natiirlich ist in jedem Falle die Konvergenz der 
betreffenden Reihe zu untersuchen. 


1) Vel. Barnes, 2. und 3. 


2) Einfachster Fall: Die Differentialgleichung oY -y besitzt das Inte- 
gral y=cx", die Differenzengleichung Ay, = 4a oder Yr44 oe -y, die 
Lésung y, = on Te” (Gre), se tormen aie see ee ov = 
das Integral y= log a+ ec, die Differenzengleichung Ay, = = die Lésung 

Yn—=¥(a)+o,. Ubrigens verhilt sich fiir groBe x die Funktion wa wie 


BEG nie und (a) wie log (vgl. 10. Kap., 1, B, Ausdruck fiir w(x) 
und [(x)). 
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Berichtigungen und Erginzungen: 


Seite 9, Zeile 18 v. o. hinter Anm. 1 einzuschalten: S8. 8. 
% 29) y 16 v. 0. lies C statt ec. 
» 124, ,, 4 v. 0. (Uberschrift) ee »Vollstindig statt ,,Vollstindige'. 


me2Ot Woe 4 ve u., lies “2 statt SL. 
(o4 a 


+ 


1 2 
» 206, Anm. 1). Der erste Satz soll nach Beriicksichtigung der unten folgenden 
Bemerkungen unterdriickt werden. Im zweiten Satze lies H<e statt H<e. 
,, 222, Zeile 9 v. o. vor ,,kleineren‘ einzuschalten ,,dem absoluten Betrage nach“. 


Bemerkungen zum Satze von Poincare (S. 202 ff.). 


1. Um etwaige Komplikationen zu vermeiden, sollen die Grenz- 
werte lim durchweg in dem Sinne genommen werden, da8 x von einem 


endlichen Anfangswerte x an in ganzzahligen Intervallen wiichst: 
L=4+v (v=1, 2, 3,...); ebenso ist im Abschnitt D fiir den Grenz- 
wert Sim zu nehmen (= 2%— v (v=1, 2,3,...). Diese Grenzwerte 


sind es auch ledighch, welche in den folgenden Anwendungen vor- 
kommen. 


2. Der Ausdruck ,zwischen ¢ und f “ (S. 205 ff.) bezieht sich 
natiirlich auf die Werte von H, bedeutet also: «<< H< a (ebenso 
S. 206 auf die Werte von iF 


3. Es ist noch der Fall zu beriicksichtigen, dab fiir beliebig groBe 
Werte von x die GriBe H<é ist, ohne dab bestindig H< « bleibt. 
Aus H<é folgt: 

PP ee [Zn e| X55 
also aus den Gleichungen (10) und (11): 
[Yiusl < [Xl (el8|+od +28), 
| X41] > |X_|()@|— Od + 22). 
Daher ist 
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Analoges gilt fiir eit. Da lim + endlich ist, wie aus der Be- 
stimmungseleichung fiir é (8. 205) romance so gibt es eine end- 
liche positive Konstante h derart, daB, wenn up <e ist, HL, <he 
wird. Da die GréBe H Agena ifs sobald sie Brier alls é wird, so 
kann, wenn einmal H,< é ist, ae (p=1,2 ..) nie groBer als he 
Pvden: daher ist wegen line 00 auch A lim H 0 (Vel. 


Horn 18 S. 180). i ea 
4. Bei der Betrachtung des Quotienten Q, on : < 


x+i1 


Fall, daB H,,, (v=0, 1, 2,. -) DCE EOI ENE Datel a 
- -wihle man eine positive GréBe o’ derart, daB | 4\< 6 <1 ist, und 


bestimme ¢’ durch die Gleichung 
2 th , { 
(1+ =)(L+ 6) =0'|p| — |p); 
falls man 6 (<1) gleichzeitig gréBer als le und | genommen hat, 


kann man iibrigens o’ = 6 wihlen. Dani ist a é= O; ferner geht 


aus den Bestimmungsgleichungen fiir ¢ und é’ tae daB bestiindig 


Steeda a é oder & <e ist. Im ersteren Falle kann man woe 


Se — 5 — die GréBe ¢ durch ¢’ ersetzen; d.h. es ist fiir e’< ie ba P< 


7i+0(14+3) 
| —a(s+ 5) 


also Q,<6’< 1 und daher wegen lim ¢’ = 0 auch lim 10); 


Ee 
Ist dagegen e <<, so ist fiir igs :<|¥ << ‘ 


Ii ta(it- al rs, 
ia) (1 +=) |p|—a(1 +5) 


d. h. wieder Q,<o'<1 und daher lim } =0. 
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